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A dokumentum hasznalata

Mozgas a dokumentumban

A dokumentumban valé mozgashoz a Windows és az Adobe Reader meg-
szokott elemeit és modszereit hasznalhatjuk.

Minden lap tetején és aljan egy navigacios sor talalhato, itt a megfelel6
hivatkozasra kattintva ugorhatunk a hasznalati tmutatéra, a tartalomjegy-
zékre, valamint a tirgymutatora. A € és a P nyilakkal az el6z6 és a kovet-
kez6 oldalra 1éphetiink at, mig a Vissza mez6 az utoljara megnézett oldalra
visz vissza benniinket.

Pozicionalas a kényvjelzéoablak segitségével

A bal oldali konyvjelzé ablakban tartalomjegyzékfa talalhat6, amelynek
bejegyzéseire kattintva az adott fejezet/alfejezet elsé oldalara jutunk. Az
aktualis poziciénkat a tartalomjegyzékfaban kiemelt bejegyzés mutatja.

A tartalomjegyzék hasznalata

Ugras megadott helyre a tartalomjegyzék segitségével
Kattintsunk a tartalomjegyzék megfelel6 pontjara, ezzel az adott fejezet
els6 oldalara jutunk.

Keresés a szovegben

A dokumentumban valé kereséshez hasznaljuk megszokott moédon a
Szerkesztés ment Keresés parancsiat. Az Adobe Reader az adott pozicio-
tol kezdve keres a szovegben.
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1. Bevezetés a rendszerelméletbe

A mechatronika jellegénél fogva 6sszetett, bonyolult objektumokkal fog-
lalkozik. Ezek az objektumok esetenként nagyon sok alkotorészbdl épiil-
nek fel, melyek valamilyen kapcsolatban allnak egymassal. Szokasosan az
ilyen objektumokat rendszernek nevezzik.

Rendszer alatt olyan dolgok Osszességét értjiitk, melyeket kolesonhatasok
kapcsolnak 6ssze.

A meghatarozasban a kolcsonhatas a lényeges, mert ennek hianyaban
barmilyen sok eleme is van egy halmaznak, az mégsem tekintheté rend-
szernek. Példaul egy autobuszt felépit6 alkatrészek halmaza rendszernek
tekinthet6, mert az alkatrészeket kolcsonhatasok (kényszererdk) kapcsol-
jak 6ssze. Ugyanezek az alkatrészek a mihely raktaraban nem tekinthetSk
muszaki szempontbdl rendszernek, mert nincs kézottik kolesénhatas.

Mivel a térben és idében egymassal kapcsolédd rendszerelemek kol-
csondsen hatnak egymasra, ezért barmely helyen torténé beavatkozas to-
vagylrizik a rendszerben. A rendszer mas-mas tudomanyterilethez tarto-
z6 alkotoérészeinek kolecsonhatasait ezért csak interdiszciplinaris ismere-
tekkel és rendszerszemlélettel rendelkezé szakember képes atlatni. Termé-
szetesen lehetetlen és szitkségtelen is a kapcsolodd tudomanytertletek
ismeretanyagat teljes mélységében elsajatitani, mivel a rendszerelmélet
modszereivel az eltéré tudomanyterilethez tartozé jelenségek azonos Gsz-
szeflggésekkel, egységes modszerekkel targyalhatok. Az alapvets torvény-
szerGségek altalanositasa, valamint az egységes targyalasmod elsajatitasa
megtérulé befektetés, mert jelentdsen egyszerdsiti a mechatronikai mér-
nok munkajat.

Ahhoz azonban, hogy eljussunk a problémak rendszerezéséhez, altalanosi-
tasahoz és egységes modszerrel valé kezeléséhez, meg kell ismerkedntink a
rendszerelmélet néhany alapfogalmaval és modszerével.
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1.1. A rendszer modellezése

A szerkezetek és jelenségek altalaban tal bonyolultak ahhoz, hogy
minden tekintetben pontosan tudjuk azokat leirni. Ezért a rendszereket
tovabbi vizsgalatok céljabol modellezziik.

A modell a valésagos rendszer egyszerGsitett, a vizsgalat szempontjabdl
lényegi tulajdonsagait tikr6zé masa.

A modellalkotas soran a vizsgalat szempontjabdl 1ényegtelen tulajdon-
sagoktol eltekintiink. A modellhez absztrakcié (elvonatkoztatas) utjan
jutunk el. Az igy kapott test-, anyag- és kapcsolati modellek ezért idealizal-
tak, a valdsagban ilyen ,.steril” tulajdonsagu elemek nem is léteznek. A
modellek ezért csak bizonyos hibaval irjak le a vizsgalt rendszer mikodé-
sét, kovetkezésképpen a modellt gyakran finomitani kell a valos szerkeze-
ten végzett mérések alapjan.

A vizsgalat céljatol fuggben a rendszer mas-mas modellel irhat6 le. Ha
példaul egy autd helyzetének, azaz silypontja mozgasanak vizsgalata a cél,
akkor az fomegpontként modellezhet6. Ha ugyanannak az auténak a stabili-
tasat vizsgaljuk kanyarban haladaskor, akkor a jarmivet véges kiterjedést
merev testként modellezzik. Az utazas komfortjanak vizsgalatdhoz azonban
rugalmas testekbil all6, Gsszetett rendszerként kell modelleznink a gépko-
csit.

A modellek fajtai a kévetkez6k:

a) Homolog modell, vagy kisminta. A hasonldsag legszorosabb fajtaja,
mert ugyanaz a fizikai jelenség geometriailag hasonl6é rendszerben
megy végbe. Példaul megépités el6tt vizi erémi modelljén végeznek
méréseket. A kapott mérési eredmények hasonlésagi torvényekkel
szamithatok at a valos rendszerre.

b) Analég modell. Az eredeti rendszert6l kilonb6z6 rendszerben, kii-
16nb626 fizikai jelenség megy végbe, de a folyamatok torvényszertsé-
ge azonos. Példaul egy mechanikus rendszer lengéstani jelenségeit el-
lenallasokbdl, kondenzatorokbdl, tekercsekbdl allé villamos rendszet-
rel modellezziik. A villamos rendszerben létrejové lengésjelenségek
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frekvencia és amplitudé érékei atszamithatok a mechanikus rendszer-
re.

c) Matematikai modell. Matematikai formulak segitségével Gsszefiig-
gést teremt a rendszer bemenete és kimenete kézott. A korszert sza-
mitastechnika lehetévé teszi a gyors, nagy pontossagu és olcsé model-
lezést. Megjegyzendd, hogy a homolég és analég modellek megalkota-
sanak is el6feltétele a rendszer és az azt helyettesité rendszer matema-
tikai modelljének ismerete.

A vizsgalni kivant jelenség modelljének megalkotasa nagy tapasztalatot
igénylé mérnoki feladat, mondhatni ,,maGvészet”.

1.2. A matematikai modellek csoportositasa

A szimulaci6 alapjat képezé matematikai modelleket tébb szempont
szerint lehet osztalyozni. A fontosabb csoportositasi szempontokra szol-
gal6 példak egy egyszerti konzolos tarté esetében az 1.1 abran szemlélhe-
t6k. Az abran F a terhelGerét, ¢ (N/m) a rugdmerevséget, 7 a tOmeget
jeloli. A modellek fontosabb jellemz6i:

a) Statikus-dinamikus modell

Statikns a modell, ha a rendszer mikoédését leiré Osszefiiggés nem tar-
talmaz 1d6 szerinti derivaltakat. Szokasos egyensulyi, vagy allandésult alla-
potnak is nevezni. Az 1.1 abran a tomeg nélkiili kar elfordulasi sz6ge csak
az er6tol és a rugomerevségtdl figg.

A dinamikns modell a rendszer idébeli viselkedését is leirja. Szokasosan
kozonséges, vagy parcialis differencialegyenletek, vagy operatortarto-
manybeli egyenletek irjak le. A tomeggel rendelkezé kar és a rugd lengd-
rendszert alkot, mely lengései az id6ben zajlanak. A jelenség lefrasahoz a
differencialegyenleten kivil a kezdeti és/vagy peremfeltételeket is meg kell
adni.
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¢ =—F ﬂ+4ccosz(x _ 4Fb
bc cos” a dt? ®=
Statikus modell
(koncentralt,linearis)

m m

Dinamikus modell
(koncentralt,linearis)

rud rugalmas, 2. -

tomegevan
Koncentralt paraméterti Elosztott paramétert
modell (kontinuum)modell
%
F
v
%
¢ kicsi ¢ nagy
Linearis modell Nemlineéris modell

1.1 abra. Modellek csoportositasa
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b) Koncentralt paraméteri-elosztott paraméterti modell

Koncentralt parameétersi a modell, ha az egyes elemek csak egy jellemz6 tu-
lajdonsaggal rendelkeznek. Példaul az abran a karnak csak a tomege jel-
lemz6, rugalmassaga és csillapitasi képessége elhanyagolhat6. A rugénak
ellenben csak a rugalmas tulajdonsaga jatszik szerepet, tomege és csillapi-
tasa elhanyagolhato.

Elosztott paraméteri (kontinuum) a modell, ha az egyes elemek tulajdon-
sagai nem valaszthatok szét. Példaul az abran mutatott vékony, tomeggel
rendelkezé kar alakvaltozasa mar nem hanyagolhat6 el, maga is rezgésre
képes. Minden egyes kis elemi része tomeg (tehetetlenségi) és rugalmas
tulajdonsagokkal is rendelkezik, melyeket nem lehet egyetlen pontba kon-
centralni. Jellegiiknél fogva az alakkal nem rendelkezé folyadékok és ter-
mikus jelenségek tartoznak ebbe a kérbe. Az ilyen modellek sokkal bonyo-
lultabb parcialis differencidlegyenletekkel irhatok le.

¢) Linearis-nemlinearis modell

Linedris a modell, ha a valtozokat linearis fliggvénykapcsolat koti 6ssze.
Az abran a kar kzs elforduldsakor feltételezhetS, hogy a kar és a rugd érint-
kezési pontja figgblegesen mozdul el, a rugd 6sszenyomodasa pedig y=ay,
a rugober6 fiigebleges marad.

Nemlinedris a modell, ha a valtozok kozott nemlinearis fliggvénykap-
csolat all fenn. Az abran a kar nagyszogl elfordulasa esetén a rugd alsé
pontja kériven mozog, mely egyrészt megvaltoztatja a rugberd hatisvona-
lat és nagysagat az elfordulasi szog fuggvényében. A miiszaki rendszerek
jelentSs része nemlinearis modellel irhat6 le, melyet a megengedett hata-
rokon belul linearizalassal szokas egyszerusiteni.

Bar a tananyag elsésorban a mechatronikai szerkezetek dinamikus
modelljeinek megalkotasara koncentral, tanulsagos és egyszerd volta miatt
el6szor az 1.2. abran lathat6 konzolos szerkezet statikus modelljének meg-
alkotasat mutatjuk be. A matematikai modell felirasat a konzol elfordulasi
szOgének nagysagara tett korlatozas nélkil targyaljuk (nemlinearis modell).
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Példa: statikus modell megalkotasa.

a) Hatarozzuk meg az 1.2 abran lathaté konzolos tarté BC rudjanak elfor-
dulasi szogét leird ¢(F) fuggvénykapcsolatot.

b) Hatarozzuk meg F;=0 terhelés kornyezetében a linearizalt ¢(F) fugg-
vénykapcsolatot!

c) Hatarozzuk meg F =5000 N terhelés kornyezetében a linearizalt ¢(F)
figgvénykapcsolatot!

Megoldas:

A pontos geometriai viszonyok tisztazasa érdekében tételezzik fel, hogy
szerkezet deformdlodott dllapotaban is egyensiilyban van. A koénnyebb vizsgalat
érdekében kissé eltdlozva rajzoltuk meg a szerkezet deformalodott alakjat.
A szamitisokat b=1 m és c=10° N/m adatokkal végezziik.

2 A
b F
N
bsin ¢ 2
¥ 5 C*
beos@

1.2. abra
ad a)

Vizsgaljuk a szerkezet C pontjanak egyensulyat deformalddott allapotban!
Ha F er6t mkodtetink a szerkezetre, akkor a BC kar ¢ szoggel elfordul,
valamint megvaltozik a rugderé nagysiga és hajlasszoge. A szerkezet 4j
egyensulyi allapota ott all be, amely poziciéban teljestl a C* pontra a ha-

i rom er6 egyensulya. Az egyensulyt kifejez6 egyenletek a kévetkezok:
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Zin =0=Kcosp—-Rcosp
cosf3

—> K =R
. . )
szi =0=-F—-Ksingp+Rsin3

Kifejezzik a K er6t az elsé egyenletbdl, majd helyettesitsitk be a masodik-
ba, ezzel megkapjuk F és ¢ kapcsolatat leir6 egyenletet:

F =R(sin 3 — cosBtgop) 1.1

Mivel az egyenletben a rugéerd, valamint a rugd megvaltozott szoge is
szerepel, ezért mellékszamitasokat kell végeznunk. A rugd megvaltozott
hossza (ADC* A):

AC" = [[b(1 +sin)]> +[bcos]® =by2/1+sing

A rugd megvaltozott 3 szogének szégfiggvényei (ADC* A):

b(1 + sin @) I+sing A 1+sin@

sinf} = = =

bﬁ1/1+sin(p - \/51/1+sin(p - V2

bcoso B cos

b«/§111+sin(p - x/2/1+sin(p

A rug6 hosszvaltozasa a megvaltozott hossz és az eredeti hossz kiilonbsé-

ge.

Alzﬁ—@zbﬁ\/1+sin@ —b«/Ezb«/E(«/1+sin(p—1)

cosf =

1 A rugderé ¢ merevségl rugo esetén:

R :CAlzc-b\/E(1/1+sin(p—l)
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A mellékszamitasok eredményeit az (1.1) egyensulyi egyenletbe helyette-
sitve kapjuk a keresett fiiggvénykapcsolatot:

1+sin@ Cos sin
F = cby/2 (/1 +sin @ —1)( i «/_\/14-(_5?@ cos(:;)) =

sin @

= cb(y/1+sin@ —1)(/1 +sin ¢ — m) (1.2)

A kapott egyenlet F(yp) alaku, azonban nekiink a ¢(F) fuggvénykapcsolatra
van szitkségunk. Az inverz fuggvényre valé attérés nem lehetséges minden
esetben, de most szerencsére az (1.2) egyenletb6l matematikai atalakita-
sokkal kifejezhet6 a ¢ sz6g. Vezessiink be 4j valtozot:

=,/l+sin@

Az egyenlet atirhat6

x? -1

F=cb(x-1)(x— )

alakba, ahonnan részszamitasok utan

. c’b? . ¢’b?
smog=———-—1 - = arcsin[————1 1.3
v (cb—F)2 v [(cb—F)2 ] (1.3)

adédik. (Az egyenlet helyessége ellenbrizhetS, mert F=0 esetére p=0 ado6-
dik.)

ad b)

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy a kapott nemlinearis fiiggvénykap-
csolat miként linearizalhaté kis (F,=0) terhelések, valamint nagy (F,=10"

i N) terhelések kérnyezetében.
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| Munkaponti linearizacioval kiszamitjuk F,=0 kérnyezetében az elfordulasi
| szOget. Az (1.3) szerinti ¢(F) fliggvényt Taylor-soranak elsé két tagjaval
» kozelitjik:

| d
(PE(PO"'d_(FP (F-F)

F=0

A derivalt figgvény a kévetkezé:
do _ 1 -2¢’b’

dF \/1_( o2b? iy (cb—F)
(cb-F)

D

A derivalt értéke az F;=0 munkapontban:

22

d_(p '
ro cb 10°-1

| ~2.10° 1/N
'\ dF

Kis terhelésekre (F,=0) a linearizalt figgvénykapcsolat ¢,=0 és F=0 figye-
| lembevételével:

9=2-10"F,

; egy origbon atmend egyenes egyenlete.
i ad c)

| Nézziik meg, hogy nagy terhelések tartoméanyiban (F,=10" N) milyen
 linearizalt 6sszefiiggéssel szamithato az elfordulési szog!

. A munkaponti elfordulasi sz6g:

21.2 10
= arcsin Lz—l = arcsin %—1 =0,236 rad
(cb—-F,)) (10" =10%)

o F=10000
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i A munkaponti érinté egyenes meredeksége:

Vissza

4 14 p

do| 1 2
- dFe_10000 [ c’b’ iy (cb—F)’
(cb—F)’
10
110 : 25 10 —=291-107
10 , (107 -10")

\/1_[542—
5 (10° —10*)

| 0=0,236+2,91-10°(F-10*)=2,91-10°F - 0,054 rad

i A kar elfordulasi sz6gének és a terhelésnek kapcsolatat, valamint a kis és
| nagy erékre linearizalt kapcsolatot az 1.3. dbran lathatjuk.

0,5

0,4

0,3

02 1

¢ (rad)

0,1 4

0 :
{a/ 5000

-0,1 -

F(N)

1.3. abra

10000

15000

Megallapithat6, hogy a 0 = F < 5000 N tartomanyban a fuggvénygorbe és

. annak érintSje vonalvastagsdgon beliil halad, a kapcsolat linerisnak te-

: kinthet6. A kar szogelforduldsa a linedris tartomanyban kisebb, mint 0,1
i radian. Mivel a gépészeti szerkezetek alakvaltozasa még a bemutatott pél-
. dandl is kisebb, ezért van létjogosultsiga a lineris modellnek.
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1.3. Szimulacio

A rendszer modelljének ismerete lehetévé teszi a rendszer mikodésé-
nek vizsgalatat még a tervezés fazisaban mas-mas rendszerjellemz8k ese-
tén.

Szimulacionak nevezziik a valodi rendszer modelljén végzett vizsgalatokat.

A szimulacié célja, hogy egyrészt ellendrizziik a rendszer mikodSképessé-
gét, masrészt kivalasszuk a rendszer kiilonféle paraméterkombinaci6ibol a
valamilyen szempont szerinti optimalis valtozatot.

A matematikai szimulaci6 lehet analdg, vagy digitlis (numerikus). Bar a
szamitastechnika fejlédése nagyban csokkentette az analég szamitogéppel
végzett szimulacié jelentéségét, néhany esetben, ahol nagy mukodési se-
besség szitkséges (pl. rakétaelharité rendszerek), még alkalmazasra kertl a
digitalis szimulaciéval kombinalva (hibrid szimulacid).

1.4. A rendszerelmélet valtozoi

A fizikai rendszerek extenziv és intenziv mennyiségekkel jellemezhe-
tok.

Az extenziv mennyiségekre igazak a megmaradasi toérvények. Ezek a
mennyiségek GsszegezhetSk, ami azt jelenti, hogy az ered6 tomeg, hosszua-
sag, térfogat, toltés stb. megegyezik a részek Osszegével. Az extenzivek
arama (tOmegaram, térfogataram, elektromos aram, héaram) a rendszer
egyes elemein gyengitetlentl, veszteség nélkil halad at. Felismerésiiket ez a
tulajdonsag megkonnyiti. A gyakoribb elnevezésiik: atmend valtozd. Az
1.4. abran f jeloli az atmend valtozot.

Az intenziy mennyiségek kilonbsége az oka az extenzivek aramanak.
Példaul az ellenallason csak akkor folyik at aram, ha az ellenallas két vég-
pontja kozott feszultségkilonbség van. Folyadék akkor aramlik egy csé-
ben, ha a csé két végpontja kozott nyomaskilonbség van. Az intenziv
mennyiségek az elem két végpontjaban kilonbozé értéket vesznek fel,
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rajuk az Gsszegezhetéség nem igaz. A gyakoribb elnevezésiik: keresztval-
toz6. Az 1.4. abran v, és », jeloli az elem két végz6désén mérhetd kereszt-
valtozot.

f f
T Elem Tb
v v,

1

1.4. abra

Szamitasokban az elem két végz&désén mért keresztvaltozé kilonbsége
szerepel, amit az egyszerlség kedvéért kettSs indexszel jelolunk: v,,=v,-v,.
A célszerGen megvalasztott valtozo-par szorzata teljesitmény dimenziéju:

P=f-v,
1.5. A rendszer abrazolasi modjai

A rendszert vizsgalatanak megkonnyitése érdekében vazlatokkal abrazol-
juk, melynek f6bb fajtai a sgerkezeti- és a batdsvazlat.

A sgerkezeti vaglat nagyon hasonlé a tényleges szerkezet kialakitasahoz, de
annak csak a vizsgalat szempontjabol lényeges részeit tartalmazza. Az 1.5.
abran egy vasuti kocsi szerkezeti vazlata lathat6 a kocsi tutk6zésének vizs-
galatahoz.

Bizonyos fokkal elvonatkoztatottabb abrazolasi méd a rendszer struk-
trira-graffal t6rténd jellemzése (1.6. abra). A csomoépontokat, melyekben a
keresztvaltozé mas-mas értéket vesz fel, graf-dgak (gérbe vonalak) kotik
Ossze, melyek a rendszer elemeinek egymassal val6 kapcsolatara utalnak. A
graf-agak iranyitasanak nincs kilonoésebb szerepe. A referenciapontot,
melyhez képest a keresztvaltozokat értelmezzik, g-vel (ground = fold)
jeloljik. A struktura-graf feltinteti a forraselemeket (gerjesztéseket) is. A
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1.5. abra. Rendszer szerkezeti vazlata

keresztvaltozo-tipusa forras iranya mindig a referenciapont felé mutat,
mig az atmend valtozé forrias ahhoz az elemhez mutat, amelyre a forras
kifejti hatasat.

1.6. abra. Rendszer struktura-grafja.

A batdsvazlat a rendszer elvonatkoztatott abrazolasi modja. A rendszer
elktilonithet6 részeit jelképezd szimboélumokat a jelek haladdsat abrazolo
hatasvonalak kapcsoljak 6ssze. Az elébbi abrazolasi médokkal ellentétben
a rendszer elemeinek mennyiségi kapcsolatara is utal. Két fontosabb fajtaja
a tombuazlat és a jelfolyam-dbra (graf).

A tombvazlatban a rendszer megkilonboztethetd tulajdonsagi elemeit
(melyek két végzédésén a keresztvaltozo értéke kilonbozé) téglalapok
jelolik. A téglalapokban a jel moédositasat leird fliggvényt vagy jelleggorbét
tintetik fel. A téglalapokat 0sszek6td nyilak a jel haladasi iranyat abrazol-
jak. A jelek elagazhatnak, vagy el6jelhelyesen 0sszegz6dhetnek. A kivonast
az Osszegzopont megfelel6 szektoranak sotétitésével jeloljik. A 1.7. dbra
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fels6 részén a v, sebességli mozdony és a #, pillanatnyi sebességt kocsi
hatasvazlata lathato.

A jelfolyam-abra nagyon hasonl6 a témbvazlathoz, csak formailag kilon-
bozik téle. A jelmddositast itt nem téglalapokba, hanem a hatasvonalak
(élek) folé irjuk. A hatasvonalakat tobbnyire gorbiilt vonalakkal abrazoljuk.
Az elbjelhelyes 6sszegzést egyszerd csomoépontokkal jeloljuk. A csomo-
pontba befuté élek f6lé irt figgvény elGjele donti el, hogy 6sszegzésrdl
vagy killonbségképzésrdl van-e szo.

T vo(t)
- -

1.7. abra. Rendszer hatasvazlata: tombvazlat és jelfolyam-abra
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2. Rendszerelemek

A rendszert altalanossagban passziv és aktiv rendszerelemek, azok kapcso-
latat biztosit6 atalakitok, a rendszer energiaellatasrél gondoskodé forrasok
és energia fogyaszto terhelések épitik fel.

2.1. Passziv elemek

A kovetkezékben csak koncentralt paramétert rendszerelemekkel foglal-
kozunk. Egy rendszerelem csak egyféle tulajdonsagot testesit meg. Példaul
a rugd csak a rugalmas hatast modellezi, tomege (tehetetlensége) és csilla-
pitasa elhanyagolhato.

2.1.1. Mechanikus elemek

(Atmend véltozé: F [N] erd. Keresztvaltozé: v [m/s] sebesség)

a) Rugé

2.1. abra. Rug6 modellje.

A linearis rugora hat6 erd valtozasa egyenesen aranyos a rugd hosszvalto-
zasaval (2.2. abra). Aranyossagi tényez6 a c¢[N/m] rugdmerevség. (Szoka-
sos s-sel is jelolni, de ez a jelolés megegyezik a Laplace-transzformacio
operatoraval, ezért nem alkalmazzuk. Kézépiskolaban D-vel is jel6lték).
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AF A
AF =c-Ax
linearis
nemlinearis
Ax

2.2 abra. Rugémerevség értelmezése.

A 2.1. abra a rugd két allapotat mutatja. Ha a mar eredetileg is Osszenyo-
modott rugot F erd terheli (1. allapot), akkor az erd a tovabbi 6sszenyo-
modassal aranyosan névekszik (2. allapot, F>F):

F-F, =c(Ax, - Ax,)

Megjegyzés: gyakorlatban sokszor az F=c(l-l) Osszefiiggést hasznaljuk,
ahol 1, a rug6 terheletlen hossza.

Mivel mechanikus rendszerek esetében a keresztvaltozd szokisosan a se-
besség, ezért azzal felirva a rugd egyenletét két idépont kozott:

F=cfv,dt+F, (2.1)
ahol a keresztvaltozé az elem két végpontjanak sebességkiilonbsége:
Vi, =V,V,

A rugé hosszvaltozasa révén energia tarolasara képes. Ehhez nem sztiksé-
ges a keresztvaltozd zérustdl kulénbozo értéke (relativ sebesség), ezért a
rugd A-tipusu tarold.

A tarolt potencialis energia a rugd Ax-szel valé megnyujtasa (6sszenyoma-
sa) soran végzett munkaval aranyos:

W = J-Pdt = J.det = J.chd;%dt = CA2X2

(2.2)
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Szemléletesen a tarolt energia az eré-deformacié diagram alatti teriilettel
aranyos:

F=cAx

7

AX

2.3. abra

A rugék gyakran sorosan, vagy parhuzamosan kapcsoloédnak egymassal.
Sok esetben ranézésre nem lehet eldonteni, hogy melyik kapcsolasi esettel
allunk szemben.

Soros kapcsolasnal az atmend valtozé (erd) egyezik meg, mig parhuzamos
kapcsolasnal a keresztvaltozé (hosszvaltozas) a k6zos.

A 2.4. abran lathaté rendszer rugdi ranézésre sorba vannak kapcsolva.
Alaposabb vizsgalat szerint azonban kidertl, hogy a rugdk hosszvaltozasa
k6z0s, hiszen amennyivel megnyulik az egyik rugd, ugyanannyival rovidil
meg a masik. A rugok ezért parhuzamos kapcsolasiak.
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%—/\/\/C\/\/—EI F:F1+F2|:|

2.4. abra. Rugok parhuzamos kapcsolasa.

Az egyszeribb kezelhet6ség kedvéért szokas a parhuzamosan kapcsolt
rugokat egyetlen, ¢ merevségl rugdval helyettesiteni. A helyettesité rugd
az eredetivel megegyez6 Ax=Ax,=Ax, hosszvaltozasra ugyanakkora erét
fejt ki, mint eredetileg a kilonallé rugok:

F=F +F,
c-Ax =c,Ax +c,Ax

Parhuzamosan kapcsolt rugdk ered6 rugéomerevsége az egyes rugdk me-
revségeinek Osszege:

C=C; ¢, (2.3)

Rugdk soros kapcsolasa lathaté a 2.5. abran. A rugékban ébredé erdk
megegyeznek, ellenben az eredé deformacié a rugdk deformacidinak 6sz-
szege.
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2.5. abra. Rugok soros kapcsolasa.

Ax = Ax, + Ax,
F F F
— =4 —
cC ¢ ¢,

Sorosan kapcsolt rugdk ered6 merevsége az alabbi médon szamithato:

IR 29

C ¢

Gyakran el6fordul6 eset, hogy a rugd végének elmozdulasa o szoget zar
be a rugd tengelyével. Példaul a vizszintes kar végéhez rogzitett ferde
helyzett rugd végpontja csak fiiggblegesen mozdulhat el. A feladat annak
meghatarozasa, mekkora a rugd elmozdulas-iranyd merevsége kis elmoz-
dulasok feltételezésével?
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E
$ Ay

A rugé csak tengelyének iranyaba esé er6t képes kifejteni, ezért el6szor
meg kell hatirozni az adott F, erébdl a rugo tengelyébe esé erét. Ez az erd
a rug6 AI=F /(c cosa) mértékd megnyildsat okozza. Az adott irdny, jelen
esetben fiiggSleges elmozdulas az ABE  derékszogi haromszogbdl
Ay=Al/cosa lesz.

A keresett rugbmerevség a kovetkezé:

2
Cy:A_y: AT = = | =C-Ccos” O

cosa C-COSO. CcOosOl

Egy ¢ merevségl, nem a tengelyébe es6 elmozdulast végzé rugd mindig
helyettesithetd egy

c, =c-cos’a

egyenértékl merevségl, elmozdulas iranyu rugéval. Az 6sszefiiggésben o a
rugo tengelye és az elmozdulas iranya altal bezart szog.

b) Csillapito

Csak a sebességaranyos csillapitoval foglalkozunk, mert ez egyszerd, linea-
ris modellel irhaté le. Az egyéb csillapité hatasok (Coulomb-sarlédas, ko-
zegellenallas, hiszterézis stb.) modellezése sokkal bonyolultabb, tobb isme-
retet igényel, ezért néhany esetben visszavezetik Sket egyenértékii sebes-
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ségaranyos csillapitasra. A sebességaranyos csillapitast a gyakorlatban ol
kozeliti a folyadékos lengéscsillapit6 (2.6. abra).

2.0. abra

A csillapité két végpontjanak v,,=v,-v, relativ sebességgel valé mozgata-
sahoz

F=kv, (2.5)

er szitkséges. A csillapito ,,D” tipust (disszipativ) energiafogyaszt6 elem.

c) Téomeg

A tomeg a test tehetetlenségét modellezi. Latszolag a tomegnek egy vég-
z6dése van. Azonban a sebességét mindig egy valasztott all6 referencia-
ponthoz (allécsillagok, Fold) viszonyitva mérjik, amit a tdmeg modelljén
szaggatott vonallal szokas jel6lni.

2.7. abra
A témeget leirbegyenlet a kévetkezo:

dv,,
dt

F=m (2.6)
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A tomeg sebessége (kereszt valtozoja) révén mozgasi energiat tud tarolni
még akkor is, ha éppen nem hat ra er6. Ezért a tomeg ,,K” tipusu tarolo.
A tarolt energia:

2
mv,,

E = [Pdt = [Fv,dt = [v,m d(Vitﬂ dt = (2.7)

A mechanikus rendszerelemeket illetéen megjegyezzik, hogy nem csak
halad6, hanem forgd mozgasra is hasonlé elemek értelmezhetSk az alabbi
megfeleltetések mellett:

FeM

Ve

me>]

CcC,,,

k<k,

orz

2.1.2. Villamos elemek.
(Atmend véltozé: i [A] aram. Keresztvaltozo: u [V] fesziiltség)
a) Kapacitas

Ismeretes, hogy egy kondenzatorban tarolt t6ltés mennyisége aranyos a
fegyverzetek u, =u,-u, fesziltségkiilonbségével: Q=Cu,,.

C

.

2.8. abra

Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat az id6 szerint, majd vegytk figye-
lembe, hogy egységnyi id6 alatt a vezetében aramlé toltés az arammal
egyenl6. A kondenzator mikodését leird egyenlet ezzel

du,,
dt

i=C (2.8)

lesz. A kondenzatorban energia tarolhaté a fesziiltségkiilonbség révén,
ezért a kondenzator ,,K” tipusu tarolé. A tarolt energia:
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Cu,y’ (2.9)

E = [Pdt = u,,idt = [u,,C dgt” dt =

b) Induktivitas
El6z6 tanulmanyainkb6l (Mechatronika alapjai I) ismert, hogy egy tekercs
belsejében a fluxus aranyos a tekercsben foly6 arammal: ®=L.i.

. L
ty
u u,
2.9. 4bra

Masrészt a fluxus valtozaskor feszultség indukalodik a vezeté két vége
kozott:

do di
u,=—=L— 2.10
Toodt (19
A tekercsben a mozgd toltések révén energia tarolhatd, melynek nagy-
saga:

di =~ Li°

E=|Pdt=|iu,dt=|iL—dt=— 2.11
[Pdt = [iudt = il dt == (2.11)

c) Ellenallas

Az ohmikus ellenallas két végének u,,=u,-u, fesziltségkilonbsége (a ,,fe-

sziltségesés”) aranyos az ellenallason atfolyé arammal.

1 R
—]
u, Y

2.10. 4bra

Az ellenallas viselkedését az Ohm-torvényként ismert Osszefuiggés irja le:
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u,, =Ri (2.12)

Az ellenallas energia fogyaszto, ,,D” tipust elem.

2.1.3. Hidraulikus elemek

(Atmené véltozé: Q [m’/s] folyadékaram. Keresztvaltozé: p [N/m’=Pa]
nyomas)

Megjegyzends, hogy a koncentralt paraméterd hidraulikus elemek alkal-
mazasaval a folyadékok dinamikaja csak egyszerd esetekben vizsgalhato.

a) Kapacitas (tartaly)

Az A=allando keresztmetszett feltl nyitott tartalyban a folyadé¢k dh szint-
valtozasa a folyadék térfogatanak dV=Adh valtozasat okozza. Kézben a
tartaly fenekén a hidrosztatikus nyomas dp=pgdh értékkel valtozik meg.

A dv
dh
Q
_> L) o
P b,
2.11. abra

A térfogat- és nyomasvaltozas Osszefuggése ezzel:

dV = Adh = A P22
pg
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat dt-vel:
dv _ A dp,
dt pg dt~

amit
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dp

Q=C, 2 (2.13)
bt

alakban is {rhatunk.

Allandé keresztmetszet(, tilnyomas nélkiili tartaly hidraulikai kapacitisa
tehat

C, = A (2.14)
pg
A tartalyban tarolt energia
_ _ _ dpy, o _ Chp122
W = [Pdt = [Qpdt = [p,,C, ==t (2.15)

Hidraulikus akkumulatorrol beszélink, ha a folyadék felszinére nagynyo-
masu gaz, vagy rugoval terhelt dugattyt hat bizonyos erével.

Ekkor dh szintvaltozas esetén a nyomasvaltozas:

dF

——
cdh  pgA+c

dp,, = pgdh + dh
P, =PE A A

<

1 p2

2.12. abra. Hidraulikus akkumulator

A térfogatvaltozas és a nyomasvaltozas kapcsolata:
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1d& szerint derivalva mindkét oldalt:
_ A’ dp,,
pgA+c dt

Ezzel a hidraulikus akkumulator kapacitasa

AZ

C,=——
pgA +c

(2.16)

b) Inertivitas (folyadék tehetetlenség)

Tételezziik fel, hogy egy A keresztmetszetd csévezeték két pontja kozott
p.i nyomaskulénbség van. Az ellenérz6 felilettel elkeritett 7=pAl kon-
centralt tomegu folyadékrész Newton II szerint a rahat6 F,-F, er6 hatasara
gyorsul:

.pl pz.

2.13. abra

ZFi =ma — (p, —p,)A=pAla

A p,-p, nyomaskiilonbséget py,-vel, valamint az Adv elemi térfogataramot
dQ-val jeldlve, a

_pl Adv | dQ

_pt Adv _ 2.17
P = gt "t 217

Osszefuggést nyerjuk.
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Az inertivitas, mint a koncentralt folyadékmennyiség tehetetlenségének
mértéke

L, _ot (2.18)

Az aramlo folyadék sebessége révén energiat tarol, mely nagysaga

L,Q’

E= det_jQplzdt_J'QL det— :

(2.19)

c) Hidraulikus ellenallas

A csében 1év6 szikilet vagy gorbiilet, vagy a csé falanak érdessége a
nyomas csokkenését, ezzel energiaveszteséget okoz. A p;-p,=p;, nyomas-
csOkkenés a hidraulikus ellenallassal aranyos:

2 =R,Q (2.20)
A hidraulikus ellenallas idomdarabokkal ellatott csévezetékre a kovetkezd:

8le
"odin

Y

ahol d a cs6 atméréje, A a csGsurlodasi tényezd, & az idomdarabok ellenal-
lasi tényez6ije. Frdekes megfigyelni, hogy a hidraulikus ellendllis maga is
fuge a térfogataramtél. Kis aramlasi sebességnél (Reynolds szam
Re<2300, v: kinematikai viszkozitas, p: dinamikai viszkozitas) azonban az
egyenes csészakasz hidraulikai ellenalldsa linearis:

1280l pe =9V < 2300

R =
"od'n v
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2.1.4. Termikus elemek

(Atmend valtozé: @ [J/s] héaram. Keresztvaltozé: 9 [°C] hémérséklet)

Megjegyzés: a termikus elemek csak részben illeszthet6k be a rendszerel-
mélet egységes rendszerébe. Nem létezik példaul A-tipusu tarol6. Elkép-
zelhetd, hogy a tavoli j6vében az entrépiahoz hasonlé 1j hétani valtozé

bevezetésével a termikus elemek is részei lehetnek az egységes rendszer-

nek.

a) Hékapacitas
A ¢ fajh6ja, m tomegl, 9, relativ (referenciahémérséklethez viszonyitott)

hémérsékletl test d3,, hémérsékletvaltozas kozben tirolt hdenergidjanak

valtozasa:
dQ=cm-d$,,

Az Osszefiiggés 1d6 szerinti derivalasaval az id6egység alatt aramlé hoé-
energia, a héaram a kévetkezo:

_dQ ___ds,

D =
dt dt

Bevezetve a C=mc hikapacitist, a fenti egyenlet

ds,,
Codt

d=C (2.21)

alakban {rhat6. Megjegyzendd, hogy a fajhé altalaban figgvénye a hémér-
sékletnek.

b) Termikus ellenallas

Két kulonb6zé hémérséklettd pont kézott hdatadas megy végbe. A héat-
adassal szemben tamasztott R, [IK/W] termikus ellenallas hévezetéskor,
héaramlaskor és hésugarzaskor a kozolt Osszefiiggésekkel szamithatod

9, > 9, esetben (a kozépiskoldban tanult képletek alapjin):
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Q:}L—AAS-'( Q=0aAA3-t
h
)
81‘ % ® 2»
h
h 1 10°
R, = A R, =—- R, = 3, 2 2, 13
oA eCA,(T; + T, T+ T,T +T})
2.14. 4bra

A képletekben szereplé mennyiségek:
A[W/K'm] hévezetési tényezb
o [W/K'm?’ héatadasi tényezs

h [m] a két keresztmetszet tavolsaga
A [m?] feltilet

T [K] abszolat hémérséklet

e feluletek redukalt feketeségi fok
OIS szogtényezd

A termikus ellenallas, a héaram és a hémérsékletkilonbség kapcsolata
mindhirom esetben a kovetkezd:

o= (2.22)

Az alabbi tablazatban Osszefoglaltuk a passziv elemek f6bb tulajdonsagait.
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Elem

Egyenlet Tarolt
energia
. 2
Tomeg F= mdv—12 Vi, = i‘[th mvi,
dt m
, 2
Kondenzator i_c du,, u, = ljidt Ui
dt C 2
»K— Tartaly dp,,
tipusa Q=C, dt 1 J P 2
tarolo A P2 _C_IQ t C, 122
€, =—) "
pg
Hékapacitas dT, 1
o=C —2 T, =—/|[®dt
bodt " C, '[ CT,
(C, = cm)
Rugo V.. = 1dF F? B cxlz2
F=c|v,dt 2ocdt e 2
ae Indukivids 1 Jusdt  u, = I Li*
tipusi L dt 2
tarolo Inertivitas 1
Q - plZdt 2
h j P =Ly 4Q L.Q
pl dt 2
(Ly = A
Csillapito F=kv,, F
Vi = X
Ellenallas Ui u,, =1R
,,D” ) R _
lem Folyadék- Q= P P, = QR,
ellenallas R
h
Héellenallas D= T, T, =®R
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2.1.5. Mechanikai hatasi magneses elemek

Mechatronikai alkalmazasokban, kilénosen az aktuatorokban gyakoriak az
elektromagnesek, melyek villamos energia felhasznalasaval erét fejtencek ki.

a) Magneses rugoé
A magneses rugd merevségének kiszamitasahoz el6szor a magnes altal
kifejtett er6t kell meghataroznunk.

N

EERERE

U U U\

2.15. abra

A magneskor energiaja (Mechatronika alapjai I)

.2
E = LTI (2.23)

ahol =1 .(x) fuggvénye a geometrianak, kilonésen a légrésnek. Ha a ger-
jesztS aramot allandé értéken tartjuk, akkor dx hatdsara a kor induktivitasa
dI-lel megvaltozik, ami a magneses kor energiajat is megvaltoztatja. Az
energiavaltozast a killsé mechanikai rendszer munkaja fedezi:

Fdx = dE — F = 3E (2.24)

dx

Az energia (2.23) 6sszefliggést alland6 aram esetén derivalva és (2.24.)-be
helyettesitve

2
pol db (2.25)
2 dx
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adodik. A magneses rugd merevsége:

Cp= = (2.26)

A rugémerevség nemlinearis, konkrét értéke egy x=x; munkapontra vo-
natkozik.

b) Magneses csillapitas
Egy L induktivitast tekercsben indukalt fesziltség Faraday torvénye sze-
rint:

d ..

u, =—(L1
=g ()
Ha az aramot allandé értéken tartjuk, akkor
u, =1 dr

12 =l

Mivel az induktivitas x fuggvénye, a lancszabaly alkalmazasaval

dL_dX

=1, —-— 2.27
fo dx dt ( )

u;,

lesz. Ha a villamos aramkor zart és ellenallasa R, akkor az ellenallason
disszipalodo teljesitmény

2
_Up

P=
R

A kiilsé eré munkat végez, mikozben az elmozdulast x,-16l x,-re valtoztat-
ja. Ekozben a tekercsben #, fesziltség indukalodik és a villamos energia
az ellenallason disszipalédik. Nagysaga a mechanikai rendszer munkajaval
egyezik meg.

X3 ty ty 2
dx = [Pdt = [2-d
J.Fx tth IR t

X] t
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—> <———¥2
— X
F<—-:- \%
A N N N
[ [ [ [ Ie
\VARVERVERY/
U,

2.16. 4bra

Helyettesitstik be az indukalt fesziiltég (2.27) Osszefliggését, ezzel
t

5 :2 2 Xy +2 2
(2 [ 9
R ( dx dt ) dt xl R {dx

4

TFdx =

A két integrandus Osszehasonlitasabol a sebességaranyos csillapité erd a

kovetkezd:
} 2
R\ dx

x=x0

A csillapitasi tényez6 értéke itt is egy munkapontban értelmezhet6:

.2 2
k. =§=%(j—ij (2.28)

X=X

2.1.6. Atalakitok

Egy berendezés elemei kozott gyakran valik szikségessé a keresztvaltozé
¢és az atmend valtozo értékének modositasa. Olyan Gsszetett rendszerek-
ben pedig, mint amilyenek a mechatronikai berendezések, a mechanikus,
villamos, hidraulikus stb. rendszerelemek viltozoinak atalakitisa wvalik
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szitkségessé. Idealis atalakitok esetében a két oldal teljesitménye megegye-
zik:

fivip =1,y (2.29)

A transzformator olyan atalakito, mely azonos tipusu elemek kézott mo-
dositja a megfelel6 valtozok értékét.

Y b Fl Fz
A
V] Vg:() \ V2
= F, F2
d v S
a b ! A
U Uy
Vi vy
aoY2__b
v, a

2.17. abra. Transzformatorok

Transzformator példaul az emeld, fogaskerék attétel, hidraulikus sajté.

A valto olyan atalakito, mely vagy kiilonb6z6 tipusu elemek kézott alakitja
at a megfelel6 valtozokat, vagy azonos tipusu elemek kézott mas rendsze-
rlre alakitja at a megfelel6 valtozokat.

A valtok korébe tartozik a generator, szalaghajtas, fogaskerék-fogasléc
hajtas.

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 38 P



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 9 Pp

2.18. Valtok

Giratornak (zsirator) nevezzik az olyan atalakitot, mely kilénb6z6 tipusa
elemek ko6zott végez atalakitast oly modon, hogy keresztvaltozobdl atme-
n6 valtozot képez.

Példaul a hidraulikus munkahenger nyomasboél er6t hoz 1étre (2.19. abra).

p1 F2

— —_—

2.19. abra

2.2. Aktiv elemek

2.2.1. Forrasok

A rendszer dinamikus mikodéséhez energiara van sziikség. Az energiat a
rendszer vagy a feltoltott tarol6ibol nyeri (kezdeti feltételek nem nulldk),
vagy kiils6 forrasok biztositjak azt.

A valésagban ritkan fordul el6 idealis forras. A 2.20 abran bemutatott
forrasok csupan bizonyos vizsgalati szempontbdl modellezik a valésagos
forrasokat. A forrasok alkalmazasaval kapcsolatban kertlni kell a 2.21.
abran bemutatott értelmetlen eseteket, mint példaul a rugén keresztil tor-
ténd erbgerjesztést, vagy a tomegre kézvetlentl haté utgerjesztést. A tab-
lazatban példakat soroltunk fel az egyes forrastipusokra.
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é% i% Z Z
K-forras A-forras "K"fiiggd forras
2.20. 4bra
L,QM
m
m&
F _— i
— m o o
vz
F
m
%
F _— i
—» m o 0
: e
Vg
° ?
A “i }K “L """"
v [
3= AAN ° 5
7, W
2.21. 4bra
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,IK-tipust forras Fesziltséggenerator,centrifugalszivatty,
sebesség-gerjesztés
,»A”-tipusu forras Aramgenerator, térfogatkiszoritas elvén

mikodd szivattyu, erégerjesztés

I -tipust fiiged forras | Muveleti erdsits, segédenergiaval mikodo
méréjelatalakito

,,A”-tipust fliggd forras | Tranzisztor, tirisztor, fotocella
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3. Rendszervizsgalat

A rendszervizsgalat torténhet a valés rendszeren végrehajtott mérésekkel,
vagy a rendszer modelljén végzett vizsgalatokkal. A rendszer bemenetére
mindkét esetben tipikus vizsgalojelekkel gerjesztjiik, mikézben a kimend-
jelekbdl kovetkeztetiink a rendszer struktarajara (rendszer identifikacio),
vagy a rendszer elemeinek értékeire (paraméter identifikacié). A rendszer-
vizsgalat torténhet id6, frekvencia és operator tartomanyban.

3.1. Tipikus gerjesztések (vizsgaldjelek)

A rendszer dinamikus viselkedése a rendszer vizsgalatanak kezdeti pil-
lanatban 1évé allapotatdl (a kezdeti feltételektdl, az energiatarolok feltol-
tottségétdl), valamint a bemend jeltdl fige. A vizsgalo jelek lehetnek de-
terminisztikusak és sztochasztikusak.

A determinisztikus jel értéke minden pillanatban adott, konnyen eléal-
lithat6 és reprodukalhatd. A fontosabb determinisztikus vizsgald jelek a
kovetkezok:

a) Egységugras-fiiggvény, 1(t).

Talan a leggyakrabban alkalmazott vizsgaldjel. Tulajdonképpen egy allan-
doé értékd jel t=0-kor t6rténd bekapcesolasardl van sz6. Amennyiben a jel
értéke nem egységnyi, ugy konstanssal szorzott értékével szamolunk. Az
idében T-vel eltolt egységugrast 1(t-T)-vel jeloljik. Egy tetszbleges f£t)
figgvény bekapcsolasa az ugrasfiiggvénnyel valé szorzassal allithaté el6.

N D= *1(t-T)

1(t) 1(t-T) / 1(t-T)

t

\ A
A

3.1. abra. Egységugras fliggvény

A rendszer egységugras-figgvény bemenetre adott valaszat dmmeneti fiigg-
vénynek nevezzik. Az elnevezés arra utal, hogy a rendszer terheletlen alla-
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potabol atmegy egy allandé értékkel terhelt allapotaba. A rendszer ugras-
fuggvénnyel valo gerjesztésére mutat néhany példat a 3.2. abra.

—— v
—
R
[ 1
L
Kapcsolo zarasa Erd ugrasbemenet
7.
Acél edzése Ugras utgerjesztés

3.2. abra. Gyakorlati példak ugrasbemenetre

b) Egységnyi sebességugras bemenet, t-1(t).

Ez a vizsgalé jel #<O esetén zérus értékd, egyébként egységnyi
meredekségl. Az egységugras jel id6 szerinti integraltjaként is felfoghat6
(3.3. abra). A 3.4. abran az egység-sebességugras gyakorlati megvalositasa-
ra lathatunk néhany példat.
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t
X, A
)
M1
1 t

3.3. abra. Egység sebességugras.

4 #4)p

Aram egyenletes novelése

Erd egyenletes novekedése

Homérsékletegyenletes
emelkedése

Ramp utgerjesztés

3.4. abra. Gyakorlati példak egység-sebességugras jel megvaldsitasara
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c) Egységimpulzus, vagy Dirac-delta, 3(t).

A rendszert egységnyi teriilet impulzus éri, melynek ideje zérushoz tart.
Az impulzus elméletileg zérus id§ alatt, 0" és 0" kozott hat. Az amplitaddja
végtelenhez tart, mikézben az impulzus véges nagysagu:

Té‘)(t)dt =1 (3.1)

Az impulzus alatt most nem csak a hagyomanyos értelemben vett eréim-
pulzust értjik. Az impulzus amplitddéja barmely extenziv mennyiség le-
het. Ennek megfelel6en mértékegysége is valtozo.

Az impulzusgerjesztéssel a rendszerek jol vizsgalhatok, mivel a tranziens
alatt semmilyen bemenet sem terheli a rendszert, igy annak viselkedését
kizarolag sajat felépitése és jellemz6 paraméterei befolyasoljak

Az impulzusgerjesztésre adott idétartomanybeli valaszt silyfiiggvénynek ne-
vezzik. Jele: w(t).

X, A X,
1 3(t)
At
t‘ t
o I |of - l
A

3.5. abra. Impulzusgerjesztés (Dirac-delta)

Matematikailag kimutathatd, hogy az impulzus gerjesztésben valamennyi
szinuszos gerjesztbjel-Gsszetevé azonos amplitidéval van jelen. Szokas
még fehérzajnak is nevezni. A rendszerek frekvencia-tartomanyu vizsgala-
takor egyetlen impulzusgerjesztéssel és a  kimenGjel  Fowurier-
transzformaciojaval megkaphatjuk a rendszer valaszat az 6sszes lehetséges
korfrekvenciaja bemendjelre. A 3.6. abran az impulzusgerjesztés néhany
gyakorlati megvalositasat lathatjuk.
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ALZ

Elektromos sokkold Impulzus erd

ag(PE
O <

Nyomasimpulzus(robbanas) Impulzus utgerjesztés

3.6. abra. Gyakorlati példak impulzus bemenetre.

d) Szinuszos gerjesztés
Az

X, =X, sinot (3.2)

frekvenciagetjesztés felirthat6 egy X dllando abszolut értékl komplex szim
képzetes részeként (fiiggodleges vetiileteként):

X, = Im[X, (cosot + jsin ®t)] (3.2)

A komplex szam exponencialis alakjat alkalmazva még egyszerbb jel6lést
alkalmazhatunk:

x, = Im[&, "] (3.3)
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Im(x)y <\60 X A
________ d _i ‘\
R/
ot | R(:()i) p=ot

=

3.7. abra. Szinuszos getjesztés

Ez a gerjesztés tobbletinformaciot ad a rendszerrdl, ha kilonb6z6 kor-
frekvenciaja bemendjelekkel is elvégezzik a vizsgalatot.
A szinuszos getjesztés tovabbi el6nye, hogy tobb, megfelel6 amplitudoju
szinuszos bemendjel kombinaciéjaval tetszéleges periodikus bemendjel
allithato el6 (Fourier-sorfejtés).

A

%
7 (7
1
Z

Excentrikus forgo tomeg

Vivofrekvencids taplalas (erdgerjesztés)
V
AV
[«
Nyomasgerjesztés Utgerjesztés

3.8. abra. Gyakorlati példak szinuszos getjesztésre.
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3.2. A rendszeregyenlet felirasa

A vizsgaland6 rendszer matematikai modellje nem mas, mint a rendszer
bemenete és kimenete kozotti kapcesolatot leird rendszeregyenlet.

A rendszeregyenlet bal oldalan a kimend jel és derivaltjai, a jobb oldalan a
bemend jel és ha van, annak derivaltjai allnak.

A kovetkez6 részben a rendszeregyenlet felirasanak modszereit targyaljuk.

a) Csomoponti médszer
Az elektrotechnikabdl ismert Kirchoff-egyenlet altalanos megfogalmazasa.

Egy csomépontba belépd és onnan kilépd extenzivek aramanak elGjelhe-
lyes Osszege zérus:

> £=0 (3.4)

Példaul irjuk fel a kévetkez6 soros RL kor rendszeregyenletét, ha a beme-
net u,, a kimenet ul

3.9. 4bra

Irjuk fel a (3.4) csoméponti tételt a P csomépontra (az aramkér terhelet-
len):
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Di=0=i, —i, (3.5)

majd az elemek aramokra rendezett egyenleteit helyettesitsiik be:

_u,—u 1
0== —fjudt (3.6)

A rendszeregyenlet szokasosan nem integral, hanem differencialegyenlet.
Ezért az integral eltiintetése érdekében derivaljuk az egyenletet:

o= — —— u (37)

A rendszeregyenlet ugy rendezziik, hogy a bal oldalon a kimeneti jellem-
z6k, a jobb oldalon a bemeneti mennyiségek alljanak:

= Ziy==0 (3.8)

A rendszeregyenletet megvizsgalva két kdvetkeztetést vonhatunk le: a bal
oldalon az ismeretlen fesziltség elsé derivaltja a legmagasabb foku deri-
valt— a rendszer elsérendd. Ennek megfelel6en a rendszerben egy ener-
giatarol6 van: a tekercs.

b) Hurok moédszer

Zart hurokban az intenziv jellemzok el6jelhelyes Osszege zérus:
Du; =0 (3.9)

Legyen a 3.10. dbran lathaté soros RL koér bemenete #,, kimenete az 7
aram.

Trjuk fel a (3.9) huroktorvényt! A fesziiltség akkor pozitiv, ha a fesziiltség
iranya megegyezik a valasztott pozitiv kortljarasi irannyal:

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 49 p



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 5% p
Z:ui=0:uR+uL—ub (3.10)

Az elemek aramra rendezett egyenleteit helyettesitsiik a fenti egyenletbe:

OziRﬁtLg—ub
dt

3.10. abra

A kimendjelet tartalmazo tagokat a bal oldalra rendezziik:

—t+i=—2 3.11
R (.11)

c) Energia modszer

A rendszer id6egység alatt felvett energiaja (teljesitménye) egyenld az id6-
egység alatt tarolt energia és a veszteségteljesitmény Gsszegével.

d
P = E +P, (3.12)

Alkalmazzuk az energiamoédszert az el6z6 példaral A (3.12) alapegyenletbe
az aramra rendezett teljesitményeket helyettesitjiik:
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. d Li*. .,
ui=—(C——)+1'R 3.13
b dt( 2 ) (3.13)
Elvégezzuk a derivalast,
. L.di .
ui=2—i—+i’R (3.14)
2 dt

majd egyszerisitink 7~vel és rendezzik az egyenletet:
jd egy gy

Ldi . uw (3.15)
R dt R

Az eddig bemutatott rendszerek egyenleteiben az volt a k6z6s, hogy az
ismeretlen mennyiség els6é rendd derivaltja szerepelt benniik. Az ilyen un.
elsd rendii rendszerekben csupan egy energiatarold talalhato.

d) A dinamika alaptételének alkalmazasa
Mechanikus rendszerekre Newton II. axiémajat alkalmazhatjuk elényosen:
> F =ma (3.16)

Példaként irjuk fel az alabbi mechanikus rendszer egyenletét, ha a bemenet
a rugo végpontjanak s, sebessége, kimenet a tomeg » sebessége.

c c j (v, —v)dt

v +
3.11. dbra

El6szor lerajzoljuk a vizsgalt testet a rahaté erékkel (,free body diag-
ram”). Most csupan a rugéerd hat x-iranyban, mely a rugé hosszvaltozasa-
val aranyos. Helyettesitsiink a dinamika (3.106) alaptorvényébe:
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dv
cl(v, —v)dt=m— 3.17
[(vy=vydt=m— (3.17)
Derivalassal atalakitjuk az egyenletet differencialegyenletté:
d’v
C(Vg—V)zmd‘[—2 (3.18)
A kimeneti mennyiségeket bal oldalra rendezziik:
2
m +ev=cv, (3.19)

t2

A rendszeregyenletben a legmagasabb foku derivalt az ismeretlen sebesség
masodik derivaltja (masodrendd rendszer). Ennek megfeleléen a rend-
szerben két fliggetlen energiatarold van: a rugd és a tomeg.

e) Keresztvaltozo osztod
Részletesen a 4.3.4. fejezetben kertl ismertetésre.

3.3. A rendszeregyenlet helyességének ellendrzése

Erdemes kihasznalni néhany lehetéséget - killonésen bonyolultabb rend-
szerek esetén - a rendszeregyenlet helyességének ellenérzésére.

a) Dimenziok ellenérzése. Az egyenlet Osszes tagjanak azonos di-
menzidjanak kell lenni. A (3.19) egyenletre:

1=

m N m N m
[kg—1+[ ——]
S m s

m S

b) Hataresetek vizsgalata.
Kimerevités: legyen a rugdmerevség végtelen. Ekkor a rendszeregyenlet 6sz-
szes tagjat osztva c-vel, majd ~—00 hataratmenetet képezve
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A tomeg sebessége megegyezik a gerjesztéssel, ami megfelel annak, hogy
merev rugot tételeztiink fel.

Tomeg elhagydsa:
A rugd két végpontja az elvarasnak megfelelen egyiitt mozog.
2

) v
llmm—2+CV=CV —>vV=vVv
m—0 dt g g

3.4. Rendszerek tipizalasa a rendszeregyenlet
alapjan

A rendszereket a muikodésiiket leiré (3.20) rendszeregyenletiik alapjan
osztalyozhatjuk. Az azonos tipust rendszerek hasonlé tulajdonsagokkal
rendelkeznek, mely alapjan el6re megjosolhatjuk viselkedéstiket. Az oszta-
lyozas alapja a differencialegyenlet renddsége.

A vizsgalt rendszer rendszama megegyezik a kimendjel legmagasabb deri-
valtjanak rendszamaval. A rendszer a rendszamaval megegyez$ szamu
tiggetlen energiatarolot tartalmaz.

m 2 d dn
a, d"x +...+a2d—§+ald—x+a0x =b,x, +blﬁ+..+bn %o (3.20)
dtm dt W dt dtn

els6

masodrendli rendszer

A nulladrendi rendszer nem tartalmaz id6fuged tagokat. A kimendjel
azonnal kéveti a bemendjelet. A rendszert a K=b,/a, statikus erdsités
jellemzi. Nulladrendd rendszer példaul egy feszultségosztd, vagy egy két-
kard emeld.

Az els6rendi rendszer kimend jele csak bizonyos id6 utan éri el a sta-
tikus erésités altal meghatarozott allandosult értéket, mivel a rendszer tar-
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talmaz egy energiatarolot. A jel exponencialis gorbe szerint valtozik. A jel
idébeli valtozasara az id6alland6 jellemzé.

A masodrendl rendszer két fiiggetlen energiatarolét tartalmaz. Az
energia a két tarold kozott ide-oda aramolhat, ezért a masodrendd rend-
szer lengésekre képes. A rendszert a statikus erdsitésen kivil alapvetéen a
lengések korfrekvencidja és a csillapodas mértéke jellemzi.

Bizonyos esetekben a rendszeregyenlet jobb oldala zérus, amit a matema-
tikdban , homogén differencidlegyenletnek” neveznek. Ez az eset akkor
fordul el6, amikor a rendszerre nem kapcsolunk forrast (gerjesztést).

A rendszer kimenete ilyenkor vagy allando, vagy valtozo. Ha a rendszer
egyensulyi allapotban van, akkor a kimenet nem valtozik. Ha azonban a
rendszer tartalmaz energiatarold(ka)t és a rendszer nincs egyensulyi alla-
potban, a kimendjel valtozni fog az egyensulyi allapot eléréséig. A 3.5.
pontban néhany példaval illusztraljuk a gerjesztés nélkili esetet.

3.5. Analodgiak

A 3.12. abran néhany egyszerd villamos, mechanikus, hidraulikus és termi-
kus problémakat mutatunk, melyek koz6s tulajdonsaga, hogy

- nincsenek gerjesztve

- egy energiatarolot tartalmaznak

- nincsenek egyensulyi allapotban

- azonos tipusu a rendszeregyenletiik.

Az elsé abran egy u, fesztltségre feltoltott kondenzator ellenallassal valo
kisttése lathat6. A masodik részlet egy fojtassal szabalyozott tartaly viz-
szintjének valtozasat abrazolja urités kozben. A kovetkezé rajz egy v, se-
bességgel meglokott tomeg csillapitoval vald fékezését mutatja. Az utolséd
részlet egy T, hémérsékletd, A feliletd targy htlését mutatja.

A bemutatott rendszerek rendszeregyenleteinek felirasat az olvasora biz-
zuk. Vegylik észre, hogy mind a négy eset azonos tipusu (elsérendd, ho-
mogén) rendszeregyenlettel irhato le.
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Analég rendszereknek nevezzik az azonos tipust rendszeregyenlettel
jellemezhetd, killonb6z6 tipusu (villamos, mechanikus,...) rendszereket.

3.12. abra
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4. A rendszeregyenlet megoldasa

4.1. Megoldas az idéotartomanyban

A rendszer allapota, bemend és kimend jeleinek Gsszessége az id6ben val-
tozik, ezért kézenfekvé a rendszer id6tartomanyban vald vizsgalata.

A koncentralt paraméterd rendszerek viselkedését allandd egytitthatos
differencialegyenletek irjak le.

Differencialegyenletnek nevezziik az olyan egyenletet, melyben a valtozon
kivil annak differencialhanyadosai is szerepelnek.

A

a

dx
+b, —2+b,x, (4.1
m dtm 1 dt 0 b( )

egyenlet egy un. 7z-ed rendd (a kimendjel legmagasabb fokszamu derivalt-
ja=m), allando6 egytitthatds (4 és b allando, nem fugg az id6tdl és a helytdl),
kozonséges (a differencialhanyadosok egyvaltozosak, nem parcialisak),
inhomogén (az egyenlet jobb oldala zérustdl kilonb6z6), linearis (nem
szerepel a valtozok és derivaltjaik szorzata, négyzete, vagy egyéb fliggvé-
nye) differencialegyenlet. A jobb oldalon all6 tagok fokszama altalaban
kisebb, mint a bal oldali tagok fokszama: m=n. A jobb oldal zérustol kii-
16nb62z6 volta a rendszer gerjesztett allapotara utal, melyet valamilyen el6-
irt bemendjel okoz.

Célunk a kezdeti feltételeket kielégitd x(t) fligegvény meghatarozasa.

Amennyiben a differencialegyenlet jobb oldala zérus, gy homogén diffe-
rencialegyenletrél beszéliink.

d™x, d’x,
+..+a,

a —_—
Todt™ dt?

+a1‘z‘—:+a0xh =0 (4.2)
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Ilyenkor a rendszer gerjesztetlen, x, csakis azért valtozik az id6 fliggvé-
nyében, mert a rendszert egyensulyi allapotatdl eltéré kezdeti feltételekkel
inditottuk el és hagytuk magara. Mindig annyi figgetlen kezdeti feltételt
kell ismerntink és megadnunk, amennyi a differencialegyenlet rendszama.

Egy inhomogén differencialegyenlet megoldasa a homogén rész altalanos
megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak
Osszegeként allithato elé:

x(t)=x,(t) +Xp(t) 4.3)

A megoldas homogén része a rendszer felépitésétdl fiige és a tranziens
(kozvetleniil a bekapcsolas utani) megoldasrészt irja le. A partikularis
megoldas a gerjesztéstdl fiigg és a rendszer allandosult valaszat reprezen-
talja.

4.1.1. Elsdérendii differencialegyenlet megoldasa
A megoldas menetét egy példan mutatjuk be. Legyen a feladat a

3d—x+x=2t+1 (4.4)
dt

differencialegyenlet megoldasa x(t=0)=4 kezdeti feltétellel.
El6sz6r a homogén differencialegyenletet oldjuk meg (a jobb oldalt zé-
russal tesszik egyenlévé):

dx,
dt

A valtozok szeparalasaval (szétvalasztasaval, egy-egy oldalra rendezésével)
a kovetkez6 alakra hozzuk:

3

+x, =0 (4.5)

1
oot 4.6
3 (4.6)
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Ez az egyenlet kvadrataraval (integralassal) egyszerien megoldhato:

Inx, :—§t+C (4.7)

Attérve az exponencialis alakra

t t
— a3 —aCa 3 _ 3
X, =¢ =e e’ =Ae (4.8)
ahol ,,A” egyel6re ismeretlen integralasi allando.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat tobbnyire probalga-
tassal keresstik meg. Segit a probalgatasban az a tény, hogy a partikularis
megoldas (a rendszer allandésult valasza) hasonld, mint a gerjesztés (a
jobb oldal zavaréfiggvénye). Ezért keressiik a partikularis megoldast

x,=Bt+E (4.9)

alakban (B és E egyel6re ismeretlen). A partikularis megoldasnak is ki kell
elégitenie az eredeti egyenletet:

3%“&%):%“ (4.10)

A miveletek elvégzése utan a
3B+Bt+E=2t+1 (4.11)

egyenléséget kapjuk. Az egyitthatok Osszehasonlitasabol B=2 és E=-5
adodik, amivel a partikularis megoldas

x,=2t-5 (4.12)
A differencialegyenlet altalanos megoldasa (4.3) szerint tehat

1

x=xh+xp=Aeigt+2t—5 (4.13)

alakt.
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Az ismeretlen ,,A” integralasi konstanst a kezdeti feltétel figyelembevéte-
lével tudjuk meghatarozni.

Ha t=0, akkor x(0)=4 értékét (4.13)-ba helyettesitve

1
4=Ac +2.0-5 (4.14)

ahonnan A=9 addédik.
A differencialegyenlet megoldasa ezzel:

1
—t

x=9% 3 +2t-5 (4.15).

A megoldast a 4.1. abran a vastag kék vonal abrazolja. A megoldas homo-
gén része (a tranziens, piros szaggatott vonallal abrazolva) az id6
el6rehaladtaval elhal. A megoldas minden hataron til kézeledik az allan-
dosult megoldashoz (sarga egyenes vonal).

20 -

4.1. abra. A (4.4) differencialegyenlet megoldasa.
IdGallando

Els6rendt differencialegyenlettel leirhat6 els6rendt rendszer legfontosabb
jellemzdje az id6allando.
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Idéallandonak nevezziik azt az idéértéket, mikor a megoldasfiiggvény
exponencialis tagjanak kitevéje -1 értéket vesz fel.

1
Az exponencialis tag felirhaté e * alakban. Az id64llandé az cl3bbi pél-
daban =3 s. Amikor az id6 éppen megegyezik az idéallandoval, az expo-
nencialis fiiggvény
e =0,3678..

értéket vesz fel. Ez a kévetkez6 allitassal egyenértéki:

Id6allandonyi id6 elteltével a megoldastuggvény a teljes jelvaltozas 36,7
szazalékaval tér el az allandosult megoldastol. Mas megfogalmazasban
idéallandonyi id6 elteltekor a teljes jelvaltozas 63,3 szazaléka koévetkezik

be.

20 1
15 ~
10 - 2>
o
0,63V e
ol 5 B b‘:"\}x‘
A N 1 0
g5~ NG
Vv 0 T T T T T ]
v 2 4 6 8 10 12
- . 1=3s
-10 -

4.2. 4bra. Idéallando

A példa adataival a teljes jelvaltozas a kezdé pont (x,=4) és az allandésult
megoldas aszimptotajanak fiiggdleges tengellyel valé metszéspontja (x=-5)
kozott mért fiiggbleges szakasz hossza, V=9 (4.2. abra). Ez az érték
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t
egyébként megegyezik a (4.15) megoldis 9e * exponenciilis tagjanak
egyutthatojaval.

Az id6éalland6 egy masik definicidjat a kovetkez6 megfontolasbdl szarmaz-

tathatjuk. Trjuk fel a megoldasgorbe érintéiének egyenletét a kezdépont-
ban! Az érint6 meredeksége:

. = [[— 3%; +2]

Xx=mt+x,=-t+4 (4.17)

dx
mo :E

Az érint6 egyenlete

-~ (4.16)

t=0

Hatarozzuk meg ezek utan az érint6, valamint a (4.12) allandosult (parti-
kularis) megoldds x,=2t-5 egyenletének metszéspontjat!

—t+4=2t-5 (4.18)
Megoldasul t=3 s=t addédik. Ebbdl kovetkezik az idéallandd masik meg-
fogalmazasa:

A megoldasgorbe kezdSpontbeli érintéje t id6allando elteltével metszi az
allandésult megoldas egyenesét.

4.1.2. Masodrendii differencialegyenlet.

Tekintsiik a kévetkezé differencialegyenletet az ismert a,, a,, a,, b, paramé-
terekkel:
d*x dx
a,—-+a,—+a,x=b,t 4.19
a2 a7 (#+19)
Alakitsuk at az egyenletet ugy, hogy a masodrendd derivalt egyttthatéja 1
legyen:

d’x a,dx a, b,
s+ —X=—t
dt a, dt a, a,
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Vezessik be az alabbi paramétereket a lengésekre képes masodrendd
rendszer dinamikajanak jellemzésére:

Csillapitatlan sajatfrekvencia: o=_[— (4.20)
a,
Lehr-féle csillapitds D=2 (4.21)
2\a,a,
A differencialegyenlet a szokasos jelolésekkel a kévetkez6 alaku:
2
b
d f+2Dad—X+a2x=—°t (4.22)
dt dt a,
El6sz6r a homogén egyenlet megoldasat keressiik:
d’? d
2 1 2Da S 4 o’x, =0 (4.23)
dt dt
Tételezziik fel, hogy egy lehetséges megoldas x, = Ae alaku.
A differencialegyenletbe valo6 visszahelyettesités utan
(A +2Do + a?)Ae™ =0 (4.24)

A feltételezett megoldas kielégiti az egyenletet, ha a zardjelben 1évé kifeje-
z¢és zérus. Bzt karakterisztikus egyenletnek nevezziik:

A +2Dol+0’ =0 (4.25)

A masodfoku egyenlet két kilonb6z6é gycke vagy valds, vagy konjugalt
komplex, a gyokjel alatti kifejezés el6jelétol figgden.
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2 .2 2
A, = Do + 2P 0‘2 3 a(-D+VD? -1

2.2 4.2
OC_x/4D az 4o —a(-D- /—Dz—l)

(4.26)

a) eset
Ha D>1 (tdlesillapitott eset), akkor két valos gyok 1étezik, melyek linearis
kombinaci6jaként adédik a megoldas:

x, =A™ +A, e (4.27)

b) eset
Ha D<1 (alulcsillapitott eset, ez a gyakoribb). A gyokjel alatt negativ szam
all. Ekkor a konjugalt komplex gyokoket

A =o(-D+jV1-D*)=—B+jy
A, =a(-D-j1-D*)=-B—jy (4.28)
alakban frhatjuk fel. A megoldas ezzel
X, = AP L A eI —e A T+ Ae™) (4.29)

Az imaginarius kitevék kikiiszobolése érdekében alkalmazzuk a komplex

szamok ismert € = cos @+ jsin@ trigopnometrikus alakjat:

X, =¢ "(A, cosyt+ A, jsinyt+ A, cosyt— A, jsinyt) =
=e|cosyt(A, +A,)+ jsinyt(A, —A)) (4.30)

Most megmutatjuk, hogy a szbgletes zardjelben allo kifejezés felirhat6 a
tisztan valos szamokbol allé

Ksin(yt +€) = Ksinytcose + Kcosytsing (4.31)

kifejezéssel. Mivel sinyt és cosyt egyttthatdinak a két kifejezésben minden
pillanatban meg kell egyezniiik, az egylitthatok egyenlésége alapjan irhat-
juk:

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 63 P



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 64 p

sinyt: j(A, —A,)=Kcose
cosyt: A, +A, =Ksing (4.32)

Emeljik négyzetre és adjuk Ossze (4.32 a és 4.32 b) egyenleteket, ekkor
elttinik a képzetes egység (j°=-1):

-1(A, - A,)*=K’cos’ ¢
(A, +A,)’ =K’sin’¢

4A A, =K?

. A +HA,
€ = arcsSin ——
AIAZ

(4.33)

Ezzel belattuk, hogy a K és ¢ integralasi konstans valés szam (nem tartal-
maz j-t).

A homogén rész megoldasa ezzel
x, = Ke™ sin(yt +¢) (4.34)

alakban adédik (csillapodo szinuszos rezgés e fazisszoggel).

Erdemes megfigyelni, hogy a rezgés lefolyasa a (4.28) egyenletben beveze-
tett Y=o 1-D? (a rezgés csillapitott sajatfrekvencidja) és B=aD (a

rezgés burkologorbéjének exponencialis kitevéje) paraméterekkel jelle-
mezhetd.

Partikularis megoldas

A partikularis megoldast keresstik a getjesztéshez hasonlé alakban (B és C
egyel6re ismeretlen)

x, =Bt+C (4.35)
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A feltételezett partikularis megoldast a differencialegyenletbe helyettesitve:

b
2DaB + o’ (Bt +C) = -2t (4.36)
a,
Mivel az egyenlet két oldalanak minden pillanatban meg kell egyeznie, az
egyttthatok egyenl6sége alapjan irhatjuk:

tl Otszb—O > B= bO :b_o
a, 8.20L2 a,
b
t’: 2DaB+a’C=0 _>C:__2DB:_3120
(04 a

A differencialegyenlet megoldasa a (4.34) homogén és a (4.35) partikularis
megoldas Osszege:

x =x, +x, =Ke™sin(yt+&)+Bt+C (4.37)

Az ismeretlen K és e paraméterek a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok
meg. Példaul ha ismert a kezdeti (t=0) id6pontban x, és X, akkor az is-
meretlenek a

x, =Ksing+C

v, = —BKsine + Kycose +B (4.38)

egyenletekbdl hatarozhatok meg.
Lathatéan mar egy masodrendd differencidlegyenlet analitikus megoldasa

is komoly munkaraforditast igényel, ezért a gyakorlatban magasabb rend
differencialegyenleteket numerikus modszerekkel szokas megoldani.

| 4.1. Példa. Vizsgiljuk a
| mX + kX +cx =b,t

erbgetjesztést lengbrendszer rezgéseit m=2 kg, k=60 Ns/m, c=2-10"
: N/m, b;=100 N/s adatokkal, x(0)=0 és x(0) = 0 kezdeti feltételekkel!
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Megoldas.
Az adatok behelyettesitésével a megoldandé differencialegyenlet

2
X 609 42.10x = 1000t
dt dt

L2

| Kovetve a levezetés eredményeit, a csillapitatlan sajatfrekvencia (fiktiv
| segédérték, nem latjuk sehol) a kovetkezo:

| —
Oy U £ LAY TR
a, 2

| A Lehr-féle csillapitis:

D= a,  _ 60
 2yaa, 242.2.10°

=0,15

A rezgések csillapodasara jellemz6 exponencialis kitevo:
 Pp=aD=015-100=15 1/s

P A csillapitott (tényleges) szabadrezgés korfrekvenciaja:
-y =o/1-D? =1001-0,15> = 98,87 1/s

. A partikularis megoldas egyiitthatoi:

: B=b—°= 10004 ~5.1072

- c  2-10
iC:_kb20:_60-10?0:_1’5_10,4
i C 4.10

| A kezdeti feltételek figyelembevételével a kévetkez6 egyenletek adodnak:
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x, =Ksing+C 0=Ksing—-15-10""
v, = —BKsing+Kycose+B 0=-15Ksing+K9887cose+5-107"

Az egyenletrendszerbdl a tranziens rész paraméterei meghatarozhatok:

K=0,000505 m és £=2,85 rad.

i A tomeg elmozdulasanak egyenlete:
x = 0,000505¢ """ sin(98,87t + 2,85) + 0,05t — 0,00015

| A megoldasgorbe a 4.3. dbran lathaté. A gérbe vizszintes érint6vel indul,
i mivel a kezd4 sebesség zérus. A tranziens elhaldsa utin a gérbe az allan-
i dosult megoldasba simul.

0,009 -
0,008 -
0,007 -
0,006
0,005
0,004 -
0,003 -
0,002
0,001
0 ‘ : : : : : : ‘ ‘
200019 002 004 006 008 01 012 014 016 0,18

t(s)

x (m)

4.3. abra
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4.2. Megoldas a frekvenciatartomanyban

A rendszereket sok esetben idében sginusgosan viltozo jellel gerjesztiik és
megelégszink a rendszer dllandosult vilaszdinak ismeretével, mivel a bekap-
csolasi (tranziens) jelenségek gyorsan lejatszodnak, és tartésan a rendszer

allandosult valasza érvényestl.
Szinuszos bemenet esetén létezik egy nagyon egyszerd megoldas a rend-

szer allandosult valaszanak meghatarozasara.
4.2.1. Frekvenciafiiggvény
Tételezziik fel, hogy a bemendjel

X, =X, sinot = X, Im(e’") (4.39)

alaku kezdéfazis nélkili szinuszos jel, melynek X, az amplitiddja, ® pedig
a korfrekvencidja. A tovabbiakban a komplex {rasmodot részesitjik elény-

ben egyszerisége miatt.

Im(x) x A

£ kelere)

s
E) K sin(ot + @)
< ot +

2 jot /'II
® Xo® X, sinot| |
ot /
Re(x) ! t
“(p ot
4.4, abra

Szinuszos bemenetd linearis rendszerek rendszeregyenletének dllanddsult
megolddsa szintén ® korfrekvenciaju szinuszos jel, mely @-fazisszoggel van
eltolédva a bemendjelhez képest.
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Az allandésult megoldast ezért a kovetkezd alakban keressiik:
x = Xsin(ot + @) = X Im(e'?e’") (4.40)

A tovabbiakban az Im( .) szimboélumot elhagyjuk, és megallapodas szerint
a komplex szamokkal megadott jelek képzetes részét tekintjilk megoldas-
nak.

A gerjesztést és a megoldast a komplex szamsikon két kilénb6z6 hossza-
sagu, de azonos M szogsebességgel forgd vektor jelképezi (4.4. abra). A két
vektor kozott ¢ faziseltérés van. A megoldas barmely iddpontban a vektorok
fiiggileges vetiilete (a komplex szam imaginarius része). A konnyebb értheté-
ség kedvéért id6tartomanyban is abrazoltuk a bemend és kimend jelet.

A megoldandé masodrendt differencialegyenlet legyen

d*x dx

dx
azdt_z—’_ala-i-ao)(:bld_tb—’_boxb (441)

Képezziik a bemendjel derivaltjat,

x,= %,
X, =X, (jo)e' (4.42)

majd a kimendjel derivaltjait:
X = Xel%e/™
X = Xe'? (jm)e'™
% = %e’ (jo)’e!™ (4.43)

Behelyettesitjiik a derivaltakat a differencialegyenletbe, kiemelve a kozos
tényezot:

ke’ [a, (jo)’ +a,(jo) +a,]= %, [b,(jo) +b,]  (4.44)
A rendszer kimenete és bemenete k6zotti viszonyt a (4.44) egyenletbdl
kifejezett Y (jw) komplex tortfliggvény az un. frekvenciafiiggvény jellem-
zi, mely szamlal6ja N(jw), nevezdje D(jw) (4.5. abra):
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x(jo)  Re'%e b,(jw)+b, _ N(jw)
X, (j®) f(bej"‘“ a,(jo)’ +a,(jo)+a, D(jo)

Y(jo) = (4.45)

Az amplitddé nagyitas és a faziseltérés szamszerd meghatarozasa érdeké-
ben atalakitjuk a frekvenciafiiggvényt:

valos képzetes

b +i b Jb2 +(b,w)’ jox
Y(jo)=— 20t Do ot ™ e

- 2 » B 252 2 lf
(ag—a,m")+] 2,0 \/(ao—azco) +(a,0)° &

valos képzetes ) e
1 . A
N N = fo2 + (o) e Im(D) .
D= \/(a —2,0°)" +(a,0)" -&'
b1 W \ 0 2 1
a,0 \
(P;\ Re(N) ®p Re(D)
a-a oo;
szamlalo b nevezo 0
Nominator Denominator

4.5. abra

1) A tortfiiggvény abszolut értéke az amplitad6 nagyitasi fuggvény:

X

A(o) =|Y(jo)| = (4.47)

Xp

Az A(w) amplitddo-nagyitasi figgvény a frekvencia fiiggvényében megad-
ja, hogy a kimend szinuszos jel amplitadéja hanyszorosa a bemené szinu-
szos jel amplitddéjanak. Az amplitddé nagyitasi fiigevény a frekvencia-
fiigevény abszolut értéke.
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2) A tortfiggvény komplex része, ¢ pedig a kimené és a bemend
szinuszjel faziskilonbsége.

A kimendijel ()=, fazisszoggel el6zi meg a bemend jelet.

A frekvenciafiiggvény egy masik szokasos megadasa a szamlal6 és nevezd
abszoluat értéke mellett feltiinteti azok fazisszogét is:

N(jo) _ [N(o) <oy
D(jw)  [D(jo) Lo,
Az amplitddé nagyitasi fuggvényt (melyet rezonanciagorbének is szoktak

nevezni), megadhatjuk linearis frekvencia léptékben, mint az a 4.6. abran
lathato.

Y(jo) =

=A(w)Zo (4.48)

2,5 -
2 i
1,5
=)
< 4|
0,5
0 ;
0 2 4 6
r=0/0
4.6. abra

Szokasosabb azonban a frekvenciafiggvényt két részben, logaritmikus
léptékben abrazolni (BODE diagram). Az elsé BODE diagram A(w) [dB]-
log(w), mig a masodik BODE diagram ¢-log(w). Lasd (5.5) példa.

4.2. Példa

Oldjuk meg a 4.1. Példat x,=100sin(200t) [N] szinuszos gerjesztéssell

Ertelemszertien (4.41)-ben b,=1,b,=0, X, =100 N, ©,=200 1/s.
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A frekvenciafiiggvény w=w, gerjeszté korfrekvencian:

N(jo,) 1 ~ 1
D(jw,) (a,-a,0’)+a,jo, (2:10*=2:200%)+60-200]

V(o) =

| A szamlal6 abszolut értéke |N(jw) | =1, fazisszoge ¢ =0. A nevez6 abszo-
» lat értéke

. ID(jo, )| = \/(2-104 —2-200%)* +(60-200)* = 61888
és fazisszoge

= a,—a,n 2-10* —2-200°
E =arctg—>—2— = arct — @, =—1,37 rad.
B 57 60-200 e

| Az amplitid6-nagyitasi fiiggvény a getjesztés korfrekvenciijan:

: : 1
- Aw,) = Y(jo,)| = 1888 0,00001615 .

A kimenet fazisszoge:
=0y —¢p, =0-(~137)=137 rad.
A kimenet ezzel:

' x= [A(@, )%, Jsin(w, t + @) = 0,001615sin(200t +1,37)
I —

X

LA tomeg allandésult mozgasanak amplitadéja 0,001615 m, és a kimenet
1,37 radiannal el6zi meg a gerjesztést.
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4.2.2. Periodikus, de nem szinuszos bemenet. Fourier-sor

A szinuszos gerjesztésre adott allandésult valasz kérdését az el6z6 fejezet-
ben targyaltuk. A rendszerek masik nagyon gyakori gerjesztési formaja
ugyan nem szinuszos, de legalabb periodikus. Gondoljunk egy biityokkel
vezérelt szelepre, vagy egy négyszogjellel meghajtott villamos motorra. A
kovetkezé részben megmutatjuk, hogy a periodikus bemenetet hogyan
vezethetjuk vissza harmonikus (szinuszos és koszinuszos) bemenetek 6sz-
szegére.

Eddigi tanulmanyaink soran mar megismerkedtiink a fiiggvények egy
adott pont kérnyezetében valé Taylor-sorba fejtésével a munkaponti
linearizaci6 soran. Egy masik, un. Fourier- sorfejtési eljaras szerint a peri-
odikus fuggvények eléallithatok szinuszos és koszinuszos fliggvények vég-
telen 6sszegeként. Bz a felismerés lehetévé teszi a periodikus bemenetre
adott allandosult valasz meghatarozasat. Miutan a getjeszté jelet Fourier-
sorfejtéssel szinuszos tagok Osszegére bontjuk (a koszinusz is eltolt szi-
nusz), az egyes szinuszos bemenetekre adott valaszt az el6z6 fejezet sze-
rint kilon-kilén meghatarozzuk. Mivel linearis rendszerekre érvényes a
szuperpozicié elve, ezért az egyes valaszokat Osszeadva el6allithatjuk a
kimenetet.

A szigord matematikai bizonyitast mell6zve csak a Fourier-sorfejtés vég-
eredményét kozoljik.

A periodikus figgvények Fourier-sora a kévetkez6:

f(tyza, + ) a, cos(kz?ﬁt) +> b, sin(kz?nt) (4.49)
k=1

i=loo
Az Osszefuggésben T a fuggvény periddusideje, «,=2n/T az
alapharmonikus korfrekvenciaja, £ pedig a felharmonikusok rendszama. A
fuggvény a, kozépértékét (villamos jeleknél ,,egyenaramu Osszetevojét)

a, =% ! f(t)dt, (4.50)

az alap- és felharmonikusok (magasabb rendszamu Gsszetevék) amplita-

déit pedig a
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2 ¢ 2

a, =—|f(t)cos(k—t)dt 4.51

—_ j (t)cos(k =) (4.51)
2 ¢ 2

b, =—|f(t)sin(k—t)dt 4.52

= j (Dsin(k 1) (4.52)

Osszefuggésekkel szamitjuk.

Paratlan fiiggvények csak szinuszos, paros fliggvények csak koszinuszos
tagokbdl allnak.

A Fourier-sorfejtési eljarast egy f=1 kHz frekvenciaju, £=0,25 kit6ltési
tényez6jl, U =10 V cstcsértékli négyszogjelen mutatjuk be (4.7. dbra).

u u

10

Y

-T/8 T/8
T

14>I~1

4.7. abra

A kitoltési tényezé a négyszogjel magas szinthez tartozé idejének viszo-
nyitja a periédusid6hoz:
T/4
A jel periddusideje:
T :lszo,om S
f 1000

alapharmonikusanak korfrekvenciaja

®, =2—n=6282 1/s
T
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A tovabbi szamitasok egyszerusitése végett a jelet ugy vesszik fel a koor-
dinatarendszerben, hogy az a fliggdbleges tengelyre szimmetrikus (paros
fuggvény) legyen. A jel kozépértéke:

T/8
=—.|'f(t)dt—¥ [10- dt——lo [t =25

-T/8

Mivel a jel paros, ezért Fourier-sora csupan koszinuszos tagokbol all. A k-
dik egyiitthat6

2 2n
= ij(t) cos(k - t)dt =

Te 5

20 20
=— | 10cos k—t dt =— sin k—t = —sin(kme
B[ s - P
Te
2
Amennyiben a szinusz figgvény (kme) argumentuma nn (n=0, 1, 2, ...)
értéket vesz fel, az egyttthatd zérus lesz. Valdban, esetiinkben ¢=0,25
értéknél az a,

T2

k :Lnn =4,8,12, ...
ET

egyltthatd zérusra adodik.

Az a,_egyutthatokat az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze.

A
4,5038
3,1847
1,5012

0

-0,9007

-1,0615

-0,06434
0

OIS~
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Szokésos az egyes harmonikus frekvencia-osszetevék C, =/a; +b;
amplitddoit diagramban abrazolni. A vizsgalt jel csak koszinuszos tagok-
bol all, igy C, =la,| (4.8. dbra). Az dbra alapjin a kévetkezd fontos ko-

vetkeztetést vonhatjuk le:

Periodikus jelek frekvencia spektruma diszkrét vonalakbol all.

C.A

0, 20,30@m,50,60,70,

4.8. abra

A kozelités josaga erdsen fligg attol, hogy a jel hany frekvencia-
Osszetevoijét vesszik figyelembe. A 4.9. abran feltiintettik a bemendjel 3
és 6 tagu Fourier-sorral val6 kozelitését. A hat taga kozelités jellegre mar
i6l koveti a bemend jel (z61d 4bra) alakjat. Eles valtozasoknal azonban
nincs értelme a tagok szamanak tdlzott névelésének, mert a Gibbs-féle
jelenség miatt a tallévések nem kertlhetSk el.

u(V) 4
14 4 3tag

8 -
6 -
4 | \
2 -

t(s)
0 AN : \)(-//'\\/_7<\\ >
5 ! 0,0005 0,001 0,0015

4.9. abra.
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A kovetkez6 példaban a periodikus bemenetre adott allandésult valasz
meghatarozasat mutatjuk be.

4.3. Példa

Legyen a vizsgalt rendszer egy elektromagnes, mely behuzé erejét nem a
kapocsfesziltség valtoztatasaval, hanem az allandé cstcsértékd kapocsfe-
szultség kitoltési tényezdjének 1 kHz frekvenciaval torténd valtoztatasaval
idéziink el6. A 4.10. abran lathat6 elektromagnes ellenallisa R=10 €, in-
duktivitasa .=0,05H.

Hatarozzuk meg a magnes aramanak id6beli valtozasat e=0,25 kitoltési
tényez6jl u,,,, =10 V kapocsfesziltség esetén.

Megoldas
Az elektromagnes helyettesit6 kapcsolasa a kovetkezé:

R

i

[

410. abra

A korben folyé aram meghatirozasa érdekében a rendszeregyenletet a
huroktorvénnyel alkalmazasaval irjuk fel:

u—iR—LE:O
dt

Szinuszos bemenetet és kimenetet feltételezve, a részletszamitisok mells-
zésével a frekvenciafiiggvény a kovetkezo:

I(jo) 1
U(jo) R+joL
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LA frekvenciafiggvénybdl az amplitido-nagyitasi fliggvényt az

1

JR? +(wL)’

Osszefuggéssel, a fazisszoget pedig a

A) =

=(0—arct 0)_L
() g R

Osszefliggéssel kapjuk.

A valaszjel meghatarozasahoz felhasznaljuk a kapocsfesziiltség Fourier-
soranak el6z6 példaban meghatarozott a, statikus és a, koszinuszos tagjai-
nak egyutthatdit, valamint az egyes alap és felharmonikus frekvenciakon
kilon-kiilon meghatarozzuk az Ak w,) amplitad6 nagyitasi fliggvény érté-
keit. A valasz statikus részét értelemszertien az amplitado-nagyitasi fugg-
vényben ©=0 helyettesitéssel kapjuk. A  kimendjel frekvencia-
Osszetevoinek értékeit K =A(k w,)B, szerint kiszamitva a valaszokat Osz-
szegezzilk. A megoldas tehat

. 1 ———
i(t) = A+ A(6282) B, sin(6282t + ) +

alapharmonikus

statikus
K,

+A(2%6282)-B, sin(2* 6282t +@,) + ...

1.felharmonikus

Az alap- és felharmonikus frekvenciakon 1év6é bemendijel, amplitad6 na-
gyitas, kimendjel amplitadé és fazisszog Osszetevok értékeit tablazatosan,
valamint a 4.11. abran ko6zoljik. A kimendjelet a 4.12. abran lathatjuk az
eredeti 50 mH és duplajara novelt induktivitas esetén. Az aram kézépérté-
ke a célul tizott A,/R=0,25 A. A miégnes induktivitasinak novelésével
: elérhetd, hogy az dram kevésbé ingadozzon a kozépérteke kortl.
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1 w.=k w, Fourier-egyltthatok Awy) p(wy)
(1/s) b, a, 1/9) (rad)
0 0 - 2,5 1/R 0
1 6282 - 4,5038 0,00318 -1,538
2 2*6282 - 3,1847 0,00150 -1,554
3 3*(6282 - 1,5012 0,00106 -1,560
4 4*6282 - 0 0,00079 -1,562
5 5%6282 - -0,9007 0,00063 -1,564
6 6*6282 - -1,0615 0,00053 -1,565
Ck A
Bemenet
frekvenciaspektruma
BN o

©, 20,30,40,50,60,70,

A
A(w)

Rendszer
amplitidonagyitasa
|\Wﬁ—r ©
Kk A
Kimenet
frekvenciaspektruma
A ®
4.11. 4bra
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i(A) A
0,3 1
L=50mH

025 ’M
L=100mH

02 1
0,15 -
0,1 1

0,05

t(s)
0 T T T T >

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002

4.12. abra.

A periodikus fuggvények Fourier-sora komplex alakban egyszeribben
irhato fel, ha negativ harmonikusokra is kiterjesztjiik a sort:

f(t)= Y C.e™ (4.54)
k=-0

ahol az egyes frekvencia-6sszetevék amplitidoi (az amplitddé spektrum)
az

1t .
C, =—|f(t)e ™' dt 4.55
- j (t) (4.55)

Osszefuggéssel szamithatok.

4.2.3. Aperiodikus bemenet. Fourier-transzformalt

Sajnos a gyakorlatban el6forduld jelek jelentds része nem periodikus (pél-
daul az impulzus-figgvény), ezért ezekre a frekvenciamodszer kézvetlentl
nem alkalmazhat6. Ha nem akarunk lemondani a frekvencia-médszer el6-
nyeirdl, akkor a nemperiodikus jeleket legalabb formalisan periodikussa
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kell tenniink. Végezziink egy gondolatkisérletet: tekintsitk a nemperiodi-
kus jelet végtelen periédus idejinek!

Mivel a periodikus jelek diszkrét spektrumvonalai ®,=21/T tavolsigra
helyezkednek el, a T—00 hataratmenetkor a kozottik 1évé tavolag végte-
len kicsire csokken.

Ugy is mondhatjuk, hogy a nemperiodikus jelek amplitiidi-spektruma folytonos,
melynek csak egy ® helyen felvett dw savra vonatkozé atlagos értéke ad-
haté meg.

A nemperiodikus fuggvények esetében a Fourier-sor atmegy Fourier-
integralba:

f(t)= > Ce™™ — (1) =2L j F(jm)e!” dw (4.56)
k=— n —o0

ahol az amplitudé6-spektrum is moédosul:
1% 4 2 .
Co=r j f(t)e 'dt > F(jo)= jf(t)e*wtdt (4.57)
0 -0

Meg kell jegyezniink, hogy a nemperiodikus jelek integralisa a végtelen
integralasi hatarok kovetkeztében csak akkor végezhet6 el, ha az f(t) fugg-
vény abszolut integralhatd, vagyis az integral korlatos:

T|f(t)|dt <K (4.58)

-

Példaul a véges T hosszusagu, A amplitudéja impulzus (4.13. abra) abszo-
lat integralhatd, ezért értelmezhetjiit a Fourier-transzformaltjat. A véges
impulzus a kévetkez6 médon adhaté meg:
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0, t<——
T T
f(t)y=1 A, -—<t<— (4.59)
2 2
0, t>—
LON
A
t
r T
2 2
4.13. abra

Az impulzus Fourier-integraljanak (Fourier-transzformaltjanak) szamitasa-
kor elégséges az integralast csak ott elvégezni, ahol a fuggvény értéke zé-
rustdl kulonbozik (-T/2<t<T/2):

T T
2 2
F(jo)=F (x(t)) = jA ce7dt = {i.e‘”’t}
- —jo T
- 5
. T
A T .. T T .. 2ASHOS
=——1]cos®m—— jsin®——(cos®—+ jsinow—) = —= (4.60)
Jo 2 2 2 2 )

Az impulzus T szélességétdl fiigeben a Fourier-transzformalt alakja a
4.14. abra szerint alakul.

Megfigyelhetjiik, hogy az amplitudé-spektrum
-folytonos

-az impulzus szélességének csokkenésével egyre kevésbé valtozik.
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0,25 ~
0,2 1
0,15 ~
. 0,1 | —T:0,2 S
E_% ——T=0,1s
0,05 ——T=0,02
0 VA A e
100 200 300 400 500 600
-0,05
-0,1 -
(0]
4.14. abra

A gyakorlati alkalmazasokban kitiintetett jelent6sége van a végtelen
r6vid szélességl impulzusnak (Dirac-delta). A kovetkez6kben a Dirac-
delta amplitadé-spektrumat hatarozzuk meg.

Az amplitidé-spektrum meghatarozasahoz induljunk ki a véges szélességti
impulzus Fourier-transzformaltjanak (6.60) 6sszefuggésébdl. Atalakitas és
hataratmenet képzés utan a kévetkez6t kapjuk:

2Assin (oI sin O)I
F(jo) = gng—Z —2A - lim— 2 = AT (4.61)
= ()]

2 T-0

2

Mivel a Dirac-delta impulzus teriilete egységnyi, ezért AT=1. A kapott
eredmény nagyon fontos (4.15. abra):

A végtelen révid impulzus (Dirac-delta) Fourier-spektruma allando.
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o) ORI
AT=1
8(t)
t )
| > >
4.15. abra

A végtelen rovid idejd impulzus (Dirac-delta) tartalmazza az Gsszes lehet-
séges korfrekvenciaju, azonos amplitudo6ju szinuszos jelosszetevot.

A nemperiodikus jelek frekvenciafiiggvényét a periodikus jelek frekvencia-
figgvényéhez hasonléan értelmezhetjiik:

. Tf(t)e‘j“’t dt
Y(jo) =109 _ (4.62)
F,(jo) be (t)e—jwtdt

Amennyiben a rendszert nagyon révid, Dirac - deltat jol kozelit6 egység-
impulzussal gerjesztjik - melynek Fourier - integralja (transzformaltja)
egységnyi- a (4.62) egyenlet nevezdje 1 lesz. Ebb6l kévetkezik, hogy

a rendszer frekvenciafliiggvénye impulzusgerjesztés esetén megegyezik a
valaszjel Fourier-integraljaval.

| 4.4. Példa

\ Ismerjiik egy rendszer x,(t)=23(t) gerjesztésre adott valaszit, melyet a
regisztratumon végzett regresszioszamitassal

L x(t) =1,25¢ " sin 8t
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fiiggvénnyel adhatunk meg. Hatarozzuk meg a rendszer

a) frekvencia-atviteli fliggvényét

b) amplitad6-nagyitasi figgvényét (BODE 1 diagram)!
Megoldas
ad a)

A getjesztés Fourier-transzformaltja:
0+ ;

F,(jo) = F (x, (1) = [28(e " dt =2
0— 1

A kimendjel Fourier-transzformaltjanak kiszamitasahoz felhasznaljuk az
ismert
ei® _gio

sin @ =
() 2

| Osszefuggést. A kimendjel F-transzformaltja meghatarozhat6, mert az f(t)

| fuggvény abszolut integralhato:

2 N -6t - —jot T ejgt B e_jgt -6t  —jot

| F(Jm)=j1,25-e sin8t-e'dt =1,25[——— e e Tdt =

: 0 0 2]

i 0,625 T(e_t(jm+6_8j) _ e—t(jO)+6+8j) )dt _ 0,625 |: e_t(j(’)+6—8j) _ e—t(jﬁ)+6+8j) :|oo B
' b9 j - j(®-8)-6 —j(w+8) -6 o

{ o . o
~ 0,625 |:e—6t .e—]t(]—g) e—6t .e—Jt(m+8):|

- Li©-8)+6 j©+8)+6 |
0,625 1 1

R ICs +- )=

; -] J(o-8)+6 jJ(@+8)+6
0,625 _16j 10

— ] ST +12jc0) T 100— 0’ + 12j
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i Erre az eredményre a Laplace-transzformalt targyalasakor még visszaté-
' riink.

| A rendszer frekvencia-atviteli figgvénye:

10
. F(jo) 100-0’ +12jo 5

| Y(jo) = _ o____ >
; F, (jo) 2 100-o” +12jo
' ad b)

Az amplitddé-nagyitasi fuggvény a frekvencia-atviteli fiiggvény abszolut
5

V(100 - ©)? +(120)

értéke: A(w) =|Y(jo)| =

. A BODE diagramba berajzoltuk a gérbe aszimptotiit (végtelenbeli érints-
 it), melyek meredeksége w<<10 1/s esetén 0 dB/dek és w>>10 1/s ese-
| tén -40 dB/dek. Ugyancsak feltiintettik a rezonancia-frekvencia helyét,
 ahol a nagyitasi fiiggvénynck maximuma van ( aszimptotik metszéspontja,
L 0, =10 1/s).

T T 0 1
0,01 0,1 1 14)0 1000
-20

1 dekad

-60 -

-80 1 -40 dB

-100

-120 -
A(w)dB
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4.3. Megoldas az operator tartomanyban. Laplace
transzformacio

A Fourier-transzformaciéval a nemperiodikus fuggvények kozil az abszo-
lat integralhatékat sikertlt periodikussa tenni. Sajnos szamos fontos jelre —
mint példaul az ugrasfiigegvény — nem all fenn az abszolut integralhatésag,.
Ezért ha a nem abszolut integralhaté fiiggvényt megszorozzuk egy nala

(¢

gyorsabban zérushoz tarté e negativ kitevés exponenciilis fiiggvénnyel,
akkor azt altalaban abszolut integralhatéva tehetjiik.

dt <K (4.63)

1112[f(t)e-“‘ =0 T‘f(t)e““

Ha az exponencialis fiiggvénnyel szorzott fiiggvényen hajtjuk végre a
Fourier-transzformaciot, akkor a Laplace-transzformaciéhoz jutunk:

J-f(t)e’“te’j‘”‘dt = jf(t)e’(‘”j"’)‘dt = j f(t)e ™dt (4.64)
0 0 0

Az f(t) id6fuggvény Laplace-transzformaltjat a kovetkezé moédon definial-
juk:

L [f(H]= Tf(t)e“dt =F(s) (4.65)

Itt az s=G+jm operator a komplex korfrekvencia (mértékegysége 1/s),
F(s) pedig az f(t) id6fuggvény Laplace-transzformaltja. A Laplace-
transzformaltat nagybetivel jeloljik, példaul f(t) Laplace-transzformaltja
formalisan F(s), g(t) Laplace-transzformaltja G(s) stb.

Hogy ravilagitsunk a transzformacié jelentéségére, egy kozépiskolaban
tanult analégiat idéziink fel. Amikor az a feladat mertlt fel, hogy szamit-
suk ki négy 0,8-dik hatvanyat szamolégép hasznalata nélkil, akkor a fel-
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adatot a logaritmus fogalmanak felhasznalasaval oldhattuk meg. El6szor a
kifejezést logaritmizaltuk (attértink a logaritmus tartomanyba), ott egysze-
ra algebrai mivelettel (szorzassal) elvégeztiik a hatvanyozast, majd vissza-
tértink az eredeti feladathoz. Szemléletesen abrazolva:

Exponencilis alak Logaritmus tartoméany
Eredeti feladat

logaritmizalas lex=lg(40)

Feladat megoldasa:
hatvanyozas —» szorzas

lgx=0,81g4=0,4816
Eredmény:

AVis szatérés

A miuszaki problémak jelent6s hanyada n-ed rendd, alland6 egytitthatos
linearis differencialegyenlettel irhat6 le. Az ilyen tipusu differencialegyenle-
tek idétartomanybeli megoldasaval az el6z6 fejezetben foglalkoztunk.
Létezik azonban egyszeribb eljaras is, ha egy ,kertil6 utat” alkalmazzuk.
Ehhez az adott f(t) id6fiiggvényt transzformalnunk kell (hasonléan a
logaritmizalashoz) az un. ,,operator tartomanyba”, ott egyszerd algebrai
muveletekkel megoldani a differencialegyenletet, majd végil visszatérni az
idétartomanyba.

A Laplace-transzformacié elénye, hogy a differencialegyenletek megoldasa
egyszeru algebrai egyenletek megoldasara vezethet6 vissza. Az analitikus
megoldas lehet6vé teszi hatarértékek, stabilitasi kérdések egzakt vizsgalatat
is.

Az operator tartomanyban megoldott egyenletet természetesen vissza
kell transzformalnunk az id6 tartomanyba. A gyakorlatban az oda- és a
visszatranszformalashoz nem a definici6 szerinti bonyolult 6sszefliggése-
ket hasznaljuk, hanem a gyakran hasznalt elemi fiiggvényeket és azok Lap-
lace-transzformaltjait tablazatbol (némi gyakorlat utin emlékezetinkbdl)
vesszik. Ha az operator tartomanyban elvégzett miveletek eredménye-
ként tal bonyolult tortkifejezést kapunk, akkor azt el6szor felbontjuk egy-
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szerli Osszefliggésekre (parcialis tortekre), melyeket tablazat segitségével
mar visszatranszformalhatunk az id6tartomanyba.

A Laplace-transzformacié alkalmazasanak legfébb korlatja, hogy csak line-
aris rendszerekre alkalmazhato.

Korabban nagy eréfeszitéseket tettek a nemlinearis rendszerek
linearizalasara annak érdekében, hogy a differencialegyenleteket meg tud-
jak oldani. A szamitastechnika rohamos fejlédése azonban egyre inkabb
el6térbe helyezte az id6tartomanybeli szimulaciés modszereket, melyek
nehézség nélkil alkalmazhatok nemlinearis rendszerekre is. Hatranyuk
azonban, hogy elméleti vizsgalatokra kevéssé alkalmasak.

4.3.1. Transzformacios szabalyok

Néhany egyszerl fuggvény Laplace-transzformaltjanak szamitasat az alab-
biakban mutatjuk be.

1) f()=1(t)

Mivel az 1(t) ugrasfiggvény értéke t<O esetén zérus, ezért elégséges az
integralast 0 és végtelen kozott elvégezni. (Az improprius integralt forma-
lisan jeloljik a tovabbiakban)

Fs) = L [i0)]= [e 10t =] et - [_le—str _L
s

0 0 §
2) f()=98(v)

Mivel 8(t) csak 07 és 0" kozott vesz fel zérustdl killonbozé értéket, ezért az
integralast is elégséges ebben a tartomanyban elvégezni. Itt pedig e*'=1
értékd, ezért

© 0+

F(s) = L [8(0)]=[e™8(t)dt = [¢ 8(t)dt =1

0 0- 1
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3) f()=e™

A hatvanyozas azonossagait alkalmazva kapjuk:

F(s)=1L [e_at]: Ie‘s‘e‘atdt — IC_(S+a)tdt _ l:_ée—(ﬂa)t I} _ ﬁ

4) f(t)=sin(ct)

A komplex szamokkal egyszertibben végezhet6 el a transzformacio, ha a
sin(ot) = Im(e’™") alakot hasznaljuk.

F(s)= L (sinot) = Imjej“’te‘“dt :Im{; e(j‘”‘s)t} =
0

jo—s o

1 I jo+s ®
=Im| — - =Im| —- - ==
jo—s jo—s jo+s) s +o

5) f(t)=cos(wt)
Mivel cos(mt)ZRe(ei“”), ezért az el6z6 levezetésbdl kdzvetlentl adodik

S

F(s)=1L [cos((ot)]: R

Hasonl6 moédon, de még bonyolultabb szamitiasokkal a gyakrabban el6-
fordulé idéfiggvények Laplace-transzformaltjai meghatarozhatok, melye-
ket az alabbi tablazat tartalmaz.
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Laplace transzformaltak tiblizata.

£(9 LIf®]=F(s)
1 3() 1
2 19 1
s
3 11 1
S2
4 e 1
s+a
5 ot 1
s—a
6 sinmt Q)
s’ +o’
7 cosmt S
s’ +
8 t
j f(t—T)g(T)dT F(5)G(s)
0
9 1(t-T) le—sT
s
10 o g .o 3 o
;e sinyt;(y =o1-(B/a)?) —SZ+ZBS+OL2
11 o s+ 2a

Bt
—e Psin(yt + — =
¥ (1t+0) s’ +2Bs+a’

A Laplace-transzformaci6 soran alkalmazott fontosabb szabalyok a kévet-
kezok:

a) Linearitas
A Laplace-transzformacio linearis operacio, vagyis

L (f(D+g(t) =L (FW)+L (g(t) =F()+G(s)  (4.60)
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b) Dimenzidvaltozas

Ugyelniink kell a valtozé Laplace-transzformaltjanak dimenzi6jara. A
(4.49) szerint elvégzett transzformaci6é id6 szerinti integralast tartalmaz,
ezért a kovetkez6 fontos megallapitast tehetjuk:

Egy tetszbleges valtoz6 dimenzidja Laplace-transzformaci6 soran szekun-
dummal szorzédik.

Példaul egy tomegpontra haté f(t) er6 dimenzidja [N], mig az eré F(s)
Laplace-transzformaltjanak dimenzidja: [Ns].

c) Integralas:

1d6 szerinti integralasnak az operator tartomanyban s-sel valé osztas felel
meg.

L [[f(t)dt]:@ (4.67)

4.5. Példa

i Integraljuk a Dirac-fiiggvényt Laplace-transzformacio segitségével!

XO=3() — X(s) =1
¢ integralds
X(s) _1

j x(tydt =1(t) <+— -
S S

| Az eredmény az ugrastiiggvény.
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d) Derivalas

1d6 szerinti n-ed rendd derivaltnak az operator tartomanyban s"-nel valé
szorzas felel meg, de ellentétben az integralassal, az id6tartomanybeli kez-
deti feltételeket is figyelembe kell venni az operator-tartomanyban! Annyi
kezdeti feltételt kell ismerniink és figyelembe venntnk, ahanyadik derival-
tat ki akarjuk szamitani. Az egyes tagokban s kitevéje fokozatosan csok-
ken zérusig, mig a kezdeti feltételeket jelentd idétartomanybeli (kisbettvel
irando) derivaltak rendlsége fokozatosan névekszik.

df(t) | _
L {?}—SF(S) £(0)

d* () |- on _df(0)
L { e }—s F(s) —sf(0) —dt

Altalanossagban az n-ed rend derivalt Laplace transzformaltja:

n n-2 n-1
L | LEO1_orps)—smi0) - .. —s O TO)
at” i de

(4.68)

4.6. Példa. Hatarozzuk meg az f(t)=1(t) egységugras-fiigevény derivaltjat!

Megoldas
fO=1() —» F(s) =+
S
¢ derivalas
%l(t):S(t) - sF(s)—&D=l

0

Az eredmény éppen a Dirac-delta figgvény.
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4.7. Példa. Hatarozzuk meg a harmonikus lengémozgas x(t)=sinmt el-
mozdulas-fiiggvényének els6 derivaltjat (a v(t) sebességet) x,=0 kezdeti
feltétel mellett Laplace-transzformacio segitségével!

Megoldas
. )
x(ty=sinot ~—p X(s) =
s*+ o
derivalas
v(t) = wcos ot 4— V(s)=sX(s)-0= (o i
‘to

e) Végérték-tétel

Egy id6tartomanybeli f(t) fliggvény hatarértékét t—>00 esetén az alabbi
definici6 szerint szamithatjuk:

limf(t) = lirrol sF(s) (4.69)
t—ow S—>

' 4.8. Példa. Hatirozzuk meg az f(t) =5(1-e™") fiiggvény hatarértékét, ha

L 00,

Megoldas

A fuggvény Laplace-transzformalga: (5=5-1(t) —L(5)=5/s)

5 1

CE©)=2-5——

S S+2

. A fiiggvény hatarértéke:

hm f(t)= 11m sF(s) =lim s(z —Lj = l1m(5 —iJ =5

s—0 s—0

S s+2 s+2
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4.3.2. Atviteli fiiggvény

A Laplace-transzformacié egy tovabbi fontos alkalmazasahoz tekintsik
adottnak a kévetkez6 rendszeregyenletet:

d’x dx dx
a2F+ala+aox=bld—tb+boxb (4.70)

Vegytik el6sz6r mindkét oldal Laplace-transzformaltjat a kezdeti feltételek
figyelembevételével:

a, [s*X(s) —sx(0) — x(0)] + a,[sX(s) —x(0)]+a,X(s) =
=b,[sX,,(s) —x,(0)]+ b, X, (s) (4.71)

Rendezziik az egyenletet a kdvetkez6 alakra:
X(s)[a252 +a,s+ ao]:
=X, (5)[b,s + b, ]+ a,sx(0) + a,%(0) +a,x(0) - b,x, (0) (4.72)

Képezzik a kimenet és a bemenet Laplace-transzformaltjanak hanyadosat:

X(s) bs+b, +azsx(O)+a2X(O)+a1x(O)—bIXb(O) (4.73)
X,(s) a,s’+as+a, a,s’ +a;s+a, '
rendszerre jellemzd kezdeti feltételekre jellemzd

Most tételezzik fel azt a gyakori esetet, hogy az Osszes kezdeti feltétel
zérus. Mivel a kezdeti feltételeket 2 masodik tort tartalmazza, annak értéke
ekkor zérus.

A kimen6é és bemend jel zérus kezdeti feltételekkel vett ILaplace-
transzformaltjanak hanyadosat atviteli fiiggvénynek nevezziik.

_ X)

Y(s) = X 5)

(4.74)

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 95 p



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 % p

Az atviteli fuggvény kitlintetett szereppel bir a szabalyozastechnikai alkal-
mazasokban. Szakember nehézség nélkil megallapitja az atviteli figg-
vénybol a szabalyozasi tag tulajdonsagait.

Az atviteli figgvény ismerete egyenértékd a rendszeregyenlet ismeretével,
mivel az atviteli fiiggvény alapjan felirhatjuk a rendszeregyenletet.

Tekintsiik adottnak a kévetkez6 alakban adott atviteli fuggvényt:

bs+b
Y(s)= ) Bisthy (4.75)
X,(s) a,s +as+a,
Végezziik el a ,keresztbe szorzast”
(a,s* +a,s+a,)X(s)=(b;s+by)X,(s) (4.76)

Mivel az s-sel valé szorzas az operator tartomanyban derivalast jelent,
ezért az id6 tartomanyba ugy térhetlink vissza, hogy s helyébe formalisan

s —>—
dt

a differencialas operatorat, X(s) helyébe pedig x(t)-t irunk:

2

d d d
(32F+ala+ao)x(t)=(blanbo)Xb(t) (4.77)

A (4.77) egyenletet a szokasos formaban felirva kapjuk a rendszeregyenle-
tet:
d*x dx

dx
a2¥+ala+a()x:bld—tl’+b0xb (478)

Ezzel visszakaptuk a (4.70) kiindulasi egyenletet.
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4.3.3. A frekvenciafiiggvény szarmaztatasa az atviteli
fiiggvénybdl

Vegytik észre, hogy a (4.75) atviteli fliggvény alakilag teljesen megegyezik
az exponencialis (szinuszos) bemenetre adott (4.45) amplitid6 nagyitasi
tigevénnyel, ha s helyébe jo-t helyettesitiink.

A frekvenciafiiggvényt az atviteli fiiggvénybdl is szarmaztathatjuk s=jw
helyettesitéssel.

X(jo)

Y(jo) = { - A(®) =|Y(jo)

(4.79)
= ¢(®) = @y (0) — ¢ (®)

X, (jo)
A kimené szinuszjel amplitadéjanak és a bemend szinuszjel amplitudoja-

nak aranya az amplitddé nagyitasi figgvény, mely a frekvenciafiiggvény
abszolut értékeként adodik (valos fuggvény):

A(0) =[Y(jo) (4.80)
A kimend és bemend szinusz jel faziseltérése a szamlalo és nevezd fazis-

P=0N5 —0p (4-81)

szogének kiilonbsége.

A kimendjel id6figgvénye a kovetkezé:
X = A(®)X,, -sin(ot + @) (4.82)
4.3.4. Altalanositott impedancia

Az egyes rendszerelemekre is értelmezhetiink egy atviteli figgvényhez
hasonl6é mennyiséget, a komplex impedanciat.
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A komplex impedanciat a keresztvaltoz6 és az atmend valtozé Laplace-
transzformaltjanak hanyadosaként szamithatjuk:

7(s) = YO (4.83)
E(s)
Példaul villamos kondenzatorra a komplex impedancia:
U U
Zo(s)=—< ®_ Ul _ 1 (4.84)

I.(s) CsUc.(s) e

Megjegyzés: a kozépiskolaban a kondenzator impedancidjara tanult

Xc :—Cnem mas, mint |Z.|. A komplex impedancia azonban tobb
(O]

informaciot szolgaltat, mert az aram és fesziiltség faziseltérése is kiolvas-
hat6 bel6le. Rendezzik at (4.84) egyenletet a kévetkezd alakra szinuszos
bemenetet feltételezve (s=jw):

1 1 -]
U=—Il.=—+I.=—=1 4.85
© sC ¢ joC ¢ oC ¢ (4.83)
A 4.16. abrabdl lathatéan a fesziltség 90 fokkal késik az aramhoz képest.

Im )

AT

4.16. 4bra

Az induktivitas impedanciaja:
U6 _Lsh®

L) L.(s) (350

Z (s)=
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Villamos ellenallasra:
Z, =R

Hasonlé mdédon, de kevésbé szokasosan mas rendszerek elemeire is ér-
telmezhetd a komplex impedancia.
Lengéscsillapité komplex impedanciaja:

RACERACHE!

L= = (4.87)
F(s) kVi(s) k
Tomegre:
RO AC I (455)
F (s) msV_(s) sm
Rugora:
Z. ()= v Ve®) _s (4.89)

- F,(s) - Cch(s)
S

o

Az elemek komplex impedanciait kiillonésen villamos kapcsolasok at-
viteli fiiggvényének felirasakor hasznalhatjuk elényGsen (4.17. abra).

Z,(s)

1
—

Vb(S) F(S) 1 Zz (S) V(S)

4.14. abra

Feszultség (keresztvaltozo)-osztd tipusu kapcsolasoknal a korben folyd
extenziv mennyiség:

F(s) = — ) (4.90)

CZ,(8)+Z,(9)
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A kimeneti intenziv mennyiség:

Z,(s)

V(s)=F()Z,(s) =V, (8) =——————— 4.91
(s) = F(s)Z,(5) b()Zl(S)-i-ZZ(S) (4.97)
A keresztvaltozé-oszté tipusu rendszer atviteli fiiggvénye az
Z
Y= YO __ %06 (4.92)

TV, (8)  Z,(3)+Z,(s)

Osszefuggéssel szamithatd. Az egyes impedanciak jelenthetik t6bb, soro-
san és/vagy parthuzamosan kapcsolt impedancia ereddjét.

4.9. Példa. Hatarozzuk meg a 4.15. abran lathat6 villamos kapcsolas atvi-
L teli fuggvényét!

1
Z =R, +—
R] C 1 TeC
LR
C [
% ? SL+R,
4.15. abra

Megoldas

: El6sz0r meghatarozzuk a sorosan kapcsolt R, és C ereddjét, valamint a
| parhuzamosan kapcsolt R, és L eredjét, majd alkalmazzuk a (4.81) Gssze-
fuggést.

R -i-i 2
Y(s) = Z,(s)  _ ' sC_ s’LCR,
Z,(8)+Z,(s) SLR,  §’LC(R,+R,)+s(L+R,R,C)+R,
sL+R,
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5. Vegyes feladatok a rendszeregyenlet
megoldasara

Ebben a fejezetben a fokozatossag elvét betartva a muszaki élet eltérd
tertileteirdl valogattunk példakat. Arra torekedtiink, hogy az el6z6 fejeze-
tekben bemutatott médszerek mindegyikére talaljon példat az olvaso. A
megoldasi modszerek kozotti eligazodast segiti az alabbi tablazat, ahol
feltuntettiik a gerjesztés fajtajat, az atviteli fiiggvény célszerti szarmaztata-
sat-ahol ez lehetséges, valamint a javasolt megoldasi modszert.

‘ Gerjesztés

Nincs Szinuszos Periodikus Altalanos

Dift.- homogén inhomogén inhomogén  inhomogén
egyenlet
Rendszer  Nincs ér- Y(s) Harmonikus Y(s)

atviteli telmezve Y (jw) Osszetevok

tiggvé- trekvencia-

nye atviteli fv-e.

. Y(jo)

Atv. fv.  Rendszer- Rendszer- Rendszer- Rendszer-
szarmaz- egyenlet egyenlet— egyenlet— egyenlet—
tatasa van csak L—Y(jw) L—Y(s)— L—Y(s)

vagy Y(j)
keresztvalto-
26 08zt
Moédszer Ditt. Diff. egyenlet Bemenet  Diff. egyenlet
egyenlet megoldasa Fourier- megoldasa
megoldasa 1d6 vagy sorba fejtése 1dé vagy
1d6 vagy operator és frekven- operator
operator tartomany- cia-médszer  tartomany-
tartomany- ban (s—jw) ban
ban ®  ¢és szuperpo-
Xb(s) - 52 + (Dz Zf(ié p
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Megoldas  tranziens altalanos allandésult altalanos
Példa 5.1,5.6 5.3a 4.3 5.2,54,55
Moédszer Frekvencia-
modszer
Y(s)—Y(jw)
Megoldas Aw), p(w)
Példa allandosult
5.3b, 5.7, 5.8

Az attekinthet6ség érdekében a tablazatban feltiintettiik az egyes eseteket
bemutat6 példak sorszamat is.

5.1. Példa
Az m=4 kg nagysiga tomeg és a fal k6z¢é £ =6 Ns/m csillapitasi tényez6jl
hidraulikus csillapitot szerelunk. A tomegre f(t) gerjeszt6 erd hat (5.1. ab-
ra)
a) irjuk fel a rendszeregyenletet, ha bemenetnek az erét, kimenet-
nek a tomeg sebességét tekintjik!
b) Oldjuk meg rendszeregyenletet, ha a gerjeszté erd ft)=0, a to-
meg kezdeti sebessége #(0)=10m/s.
c) Hatarozzuk meg a sebesség allandosult értékét!
d) Hatarozzuk meg az elmozdulas id6figgvényét!

'
ts

5.1. abra
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Megoldas
ad a)

Mechanikus rendszerek rendszeregyenletének (mozgasegyenletének)
felirasa legegyszertibben tgy torténik, hogy a testet kimozditjuk egyensulyi
helyzetébdl, meghatarozzuk a testre hatd eréket, majd felirjuk Newton II.
axiomajat. Egyenes vonali mozgas esetén

2F =m-a
ahol 2I a testre a mozgas iranyaban haté erék ereddje. Jelen esetben a

tomegte az f(t) gerjeszté erd és a —&(r-0) sebességaranyos csillapitéerd hat.
Ezek ereddje gyorsitja a testet.

f(t)-k-v=m-a

Az egyenletet tgy rendezzik, hogy bal oldalon a kimeneti mennyiségek
alljanak

m-a+k-v=f(t)

Masképp felirva az egyenletet, az elsérend rendszerre jellemzé alakot
kapjuk.

dv
m—+kv=f(t
ot Q9]

ad b)
F=0 esetén a rendszer gerjesztetlen, a differencidlegyenlet homogén (jobb
oldala zérus):

mﬂ+kv:0

A vizsgalt rendszer csupan a kezdeti feltételeknek megfeleléen mozog.
(Megjegyzendd, hogy specialis x(0)=0 és v(0)=0 kezdeti feltételek esetén a
rendszer nyugalomban maradna).

A rendszeregyenlet megoldasara a szamos lehetéség kozil a Laplace-
transzformaci6 modszerét alkalmazzuk. Az els6é derivalt kiszamitasakor
tgyeljink a kezdeti feltétel helyes figyelembe vételére!l A Laplace-
transzformaltat nagybetavel jel6lve

m[sV(s)—-V(0)]+kV(s)=0
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Kiemelve a kimeneti valtozot
V(s)[ms+k]-mv(0)=0.

Innen atrendezés és behelyettesités utan

_mv(0) 4-10
ms+k 4s+6

V(s)

Az id6tartomanybeli valaszt a kimendjel Laplace-transzformaltjabdl inverz
Laplace-transzformacié alkalmazasaval nyerjiik. Ehhez 17(s)-t at kell alaki-
tani olyan alakra, amely alak szerepel a transzformacios tablazatokban:

10 1

V(s)= =10
s+1,5 s+1,5

A visszatranszformalas utan kapott id6fuggvény:

v(t)=L"[V(s)]=10e™"

A rendszer idéallanddja az exponencialis fuggvény kitevéjében a .t
egyttthatdjanak reciproka:

Tziz0,66 s
5

>

A sebesség id6beli alakulasa az 5.2. 4bran lathato.

12

10
8,
@ 0
£ 63%
> 4]
2,
0 T T T 1
T
1 2 3 4

t(s)

5.2. abra
ad c)
A témeg allandoésult sebességét a ,,végértéke-tétellel” hatarozhatjuk meg:
A tomeg sebessége zérushoz tart, tehat bizonyos id6 eltelte utan nyuga-

S 0
s+1,5

v(t =) = lirrol sV(s) = lirr0110
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lomba kerul.

ad d)
Amennyiben a tdmeg x elmozdulasara vagyunk kivancsiak, akkor azt akar
1d6, akar operator tartomanyban végzett integralassal egyszerien megkap-
hatjuk, ha pl. x(0)=0:
t t
x(t) = IV(T)dT +x(0) = j 10e"5*dt =
0

0

t
10 1 5. 20 15t
—le™ =—(1-¢e"
—1,5[ ] 3( )

0

Az elmozdulas-id6 diagram az 5.3. abran lathato.

5.2. Példa

Az 5.1. Példa adatait felhasznalva legyen a gerjeszté er6 f{t)=20-1(t) [N]
ugrasfiiggvény, a tomeg kezdeti sebessége #(0)=10 m/s.

a) Hatarozza meg a tdmeg sebesség-id6 fuggvényét!

b) Mekkora a tomeg allandosult sebessége?

ad a)
Ha a rendszer gerjesztése 20-1(t) ugrasfiggvény, akkor a rendszeregyenlet

m[sV(s) - v(0)]+ kV(s) = F(s) = 201
S

Laplace-transzformaltja (csak a jobb oldali gerjesztés valtozik):
Rendezés utan
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20
— +mv(0)
V(s) = S _ 20 N mv(0) _ 20 N 4-10 _
ms +k s(ms+k) ms+k s(4s+6) 4s+6

_20 1 N 10
4 s(s+15) s+1,5

Az id6tartomanyba val6 visszatranszformalds érdekében az elsé tortet
olyan parcialis tortekre bontjuk, melyek szerepelnek a transzformaciés
tablazatokban:

1 A B  As+L5A+Bs

s(s+1,5) s s+15 s(s+1,5)
Osszehasonlitva az eredeti és az atalakitott tort szamlalojaban s egylittha-
toit:
s': 0=A+B
s 1=15A

A=2/3, B=-2/3.A feltételi egyenletekb6l A=2/3, B=-2/3. A kimendjel

ezzel Osszevonas utan:

Vo552 1 o L 101,20 1
3 s 3 s+1,5 s+1,5 3 s 3 s+15
Az id6tartomanyba visszatranszformalt kimendijel:
v(t) =3,33+6,66e "
10 -
8 4
2 61
£
> AT
2
0 :
0 1 2 3

t(s)

5.4. abra
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A tomeg allandosult sebességét a végérték-tétellel szamitjuk:

m

v(t > 0) = linol sV(s) = linol s( 3,33 + 6,06 J =333

S s+1,5 S

5.3. Példa

Legyen az 1. példaban a gerjeszté eré flt)=3-sin100t, valamint a témeg
kezdeti sebessége »(0)=0. Hatarozzuk meg a tomeg kitérését, ha

a) a teljes megoldasra

b) csak az allandésult megoldasra vagyunk kivancsiak.

¢) Rajzoljuk meg a rendszer BODE-diagramjait!

Megoldas
ad a)
Szinuszos gerjesztés esetén a Laplace-transzformalt rendszeregyenlet
100
m[sV(s) - v(0)]+ kV(s) = 3m
A sebesség Laplace-transzformaltja:
300 v(0)

V(s)= +
©) (ms+k)(s* +100°) ms+k

A masodik tortet a zérus kezdSsebesség miatt elhagyjuk, az elsé tortet
pedig parcialis tortekre bontjuk

300 __A |, Bs+C
(ms+k)(s> +100°) ms+k s’ +100°
_ As® +100% A + Bms”® + Bks + Cms + Ck

- (ms +k)(s? +100)

A szamlalok egyiitthatoinak sszehasonlitasabol:
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s 0=A+Bm

s': 0=Bk+Cm

s': 300=100*A+Ck

Az egyenletrendszert megoldva A=0,03, B=-0,0075, C=0,0113 adédik. A
megoldast visszatranszformalhaté alakba {rjuk:

L 00000011312 00075, 5

V(s)=0,0075 5 5
s+1,5 s”+100 s”+100

Idétartomanyba visszatranszformalva:

v(t) = 0,0075¢ " +0,000113sin 100t — 0,0075 cos 100t

Ksin(ot+)

Az azonos koérfrekvencidju szinuszos és koszinuszos tagok Osszege fazis-
ban eltolt szinuszos rezgés.

A rezgés amplitaddja:

K =./0,000113% +0,0075> = 0,0075

Fazisszoge:
¢ = tan"'(=0,0075/0,000113) = —89,14° = —1,555 rad

A kimendijel legegyszertibb alakja tehat
v(t) = 0,0075¢ "' +0,0075sin(100t —1,555)

Figyeljik meg, hogy a megoldas elsé tagja id6vel elhal (ez a kezdeti feltéte-
leket figyelembe vevé tranziens rész szaggatott vonallal dbrazolva), mig a
masodik tag faziseltolédassal koveti a gerjesztést (ez az allandosult rész)
(5.5. abra).
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0,02
0,01 - !\
. RIAAVAVLATAYRYASS A LI ) ‘ ,
AR AR RN A 13
0,01 -
t(s)
5.5 abra

ad b)

Ha csak az allandosult megoldast keresstik, akkor sokkal egyszertibben
célhoz érunk a , frekvencia-moddszer” alkalmazasaval. A rendszer atviteli
fuggvénye a kovetkezo:

IO
" F(s) ms+k

Y(s)

Az allandosult valaszjelet szinuszos bemenetre a frekvenciafiigevény segit-
ségével a

V(jo) = Y(jo) F(jo)
Osszefliggés szerint kaphatjuk meg.
Az amplitidé meghatarozasa

Az amplitidé nagyitasi fiiggvény (0=w,=100 1/s):
1 1 1

. = = =0,0025
‘mng +k‘ \/k2 +(mwg)2 x/62 +400°

Ao,) =[Y(jo,)|=

A kimendjel amplitudoja ezzel a kévetkezé:
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v=A(w,)-f=00025-3=0,0075 =
S

A fazissz6g meghatarozasa
A kimendjel fazisszOgét szintén a frekvencia fiiggrénybil hatarozhatjuk
meg. Jelen esetben a szamlalo értéke 1, ami valés szam, tehat fazisszoge

9, =0. A nevez6 fazisszoge g,=tan" (m,/k) = tan" (4-100/6)=1,555 rad. A
valaszjel fazisszége @=0-1,555 rad=-1,555 rad.

Im(N)y Im(D)k
om | .
p/ |
| N Re(N) 0, | Re(D)
(Psz 1 k
szamlalo nevezo
5.6. 4bra

FEzzel a rendszer allanddsult valasza:

v(t) = \A/sin(o)g -t+ @) =0,0075sin(100t —1,555) m/s

Erdemes megfigyelni, hogy a 3. Példa valaszanak allandosult részét a frek-
vencia-modszerrel sokkal egyszertibben kaptuk meg.

ad ¢)

Az els6 BODE-diagram az A(®)=|Y ()| amplitiid nagyitisi fiiggvényt (nagyi-
tasi tényez6t) abrazolja a gerjeszté frekvencia fliggvényében, logaritmikus
[dB] 1éptékben. A vizszintes tengelyen a korfrekvencia logaritmikus 1ép-
tékben, dekddban van felmérve. (A tizszeres frekvencia-arany 1 dekad, a
szazszoros frekvencia-arany 2 dekad stb.)
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A masodik BODE-diagram pedig a valaszjel fazisszogét abrazolja a
gerjeszté frekvencia figgvényében (5.7. abra). A

20log A(w) = ZOIOg; =20lo

3
g—
vk* + m*w’ V36 +160’
amplitudo nagyitasi fiigevény és a
() =0—tan"' (Mw/k) = —tan"' (0, 66w)

fazisszog értékeit EXCEL diagramokban abrazoltuk az 5.7. abran. Erde-

kes megfigyelni, hogy az amplitidé diagram aszimptotajanak meredeksége
—20 dB/dekad.

D

0,01 0,1
-20

10 100 1000 10000 100000

40

-60

abs(A) dB

-80

-100 ~

-120 -

10 100 1000 10000 100000

fazistolas (fok)
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A

20log A(w) = 201og =20log

3 3
Vk? + mo? V36 +16w°

amplitudo nagyitasi fiiggvény és a
¢(®) =0—tan"' (mw/k) = —tan~" (0,66w)
fazisszog értékeit EXCEL diagramokban abrazoltuk az 5.7. abran. Frde-

kes megfigyelni, hogy az amplitddé diagram aszimptotajanak meredeksége
—20 dB/dekad.

5.4. Példa

Egy hémérében ¢=0,138k]/kg°C fajhojd, 7»=1,5g témegl higany van egy
A=1,1-10" m” feliilet(i tivegb6l készilt tartdlyban elhelyezve. A mérends
test, az uveg tartaly és a higany kozotti eredé héatadasi tényez6 becstilt
értéke 0=0,017 kJ /m’sK (5.8. 4bra).

5.8. abra

a) Itjuk fel a higany hémérsékletére vonatkozo rendszeregyenletet,
ha a §,=23 °C kornyezeti hémérsékleten 1évé hémé-
t6t3, =38 °C testhémérsékletli beteg hdmérsékletének méré-

sére hasznaljuk!
b)  Hatarozzuk meg a héméré altal mutatott hémérséklet (a higany
hémérsékletének) valtozasat 0-600s id6tartomanyban!
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Megoldas
ad a)
A rendszeregyenlet felirasahoz az energiamédszert célszerd alkalmazni:

p,-4g

e d t tarolt

+P

veszt

A hémérébe egységnyi id6 alatt bearamlé héenergia hdatadassal keril a
testbdl a higanyba, és ott teljes egészében tarolodik, mivel veszteség nincs.
A higany kis térfogata kévetkeztében a hévezetést elhanyagoljuk, vagyis az
egész higanymennyiséget azonos hémérsékletinek tételezziik fel. Eltekin-

/////

aA(9, - 9) = %cm(S—SO) +0

Vegytik figyelembe, hogy 9, konstans, ezért id6 szerinti derivaltja zérus.

Ezzel a rendszeregyenlet
(:mﬁ +0AS =AY,
dt
alakd lesz.

ad b)
Elvégezve a Laplace- transzformaciot, a gerjesztést ugrasfugevénynek mo-
dellezve a kévetkezd Gsszefliggést nyerjiik:

emsT(s) ~ H(0)] + AAT(S) = aA >
S

A higany hémérsékletének Laplace-transzformaltjat kifejezve

0AY, 1 9(0
T = ' oA i (ozA
om s(s+—) s+—
cm cm
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A parcialis tortekre bontas utan idétartomanyba visszatranszformalva ex-
ponencialisan névekvé hémérsékletvaltozast kapunk:

aA

9(t) =9, +(9, - 9)e

Az idéallando:
o_om _ 0,138-0,0015
aA 0,017-11-107*

=110,7 s
Az értékeket behelyettesitve a higany hémérsékletvaltozasa, illetve a muta-
tott hémérséklet 10 perc utan:

600

9(600) =38+ (23-38)e "7 =37,96 °C

Lathatéan a héméré 10 perc (=51) utan a tényleges hémérsékletet mutatja
(5.9. abra).

10 11=110s

0 100 200 300 400 500 600

5.9. abra
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5.5. Példa

Az m=2 kg tomeget a falhoz =210 N/m merevségl rugdval és £=60
Ns/m csillapitasi tényez3ji sebességaranyos csillapitéval régzitettiik (5.10.
abra). A nyugvo tomegre /=10-3(t) [Ns| impulzusgerjesztést mikodtetink.
a) Irjuk fel a rendszer atviteli tényezjét!
b) Hatarozzuk meg a tomeg elmozdulasat az id6 fiiggvényében!

C
2
t
m
k|
[
L2 V Ll %
X
5.10. abra

Megoldas
ad a)

A témeget egyensulyi helyzetébdl kimozditva felirjuk a tomegre hat6 eré-
ket:

f,(t)—kv—cx=ma

Masképp irva

d*x dx

m i +ka+cx =1f,(t)

Véve az egyenlet Laplace-transzformaltjat zérus kezdeti feltételek mellett:

ms”X(s) + ksX(s) + cX(s) = F, (s)
Az atviteli figgvény:

_ X(s) 1
F,(s) ms’+ks+c

Y(s)
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ad b)
A valaszjel:
X(8) = YOR, () =5t ——10= >
¢ ms® +ks+c¢ (s> +30s+10%)

Alkalmazzuk a Laplace-transzformaltak tablazatanak 10. soraban 1évé

o

o
- o f(t)=—esinyt
s’ +2Bs+a’ ® !

F(s) =

transzformacios Gsszefiiggést (« a csillapitatlan sajatfrekvencia). X(s) kife-
jezését kissé atalakitva
100

X(s)=0,05
) s? +2-15s+100?

kiolvashatjuk az egyes paramétereket: «=100 1/s, B=15 1/s,
D=8/x=0,15.
A csillapodé lengések korfrekvenciaja:

y=av1-D? =1004/1-0,15°> =98.87 1/s

Idétartomanyban a megoldas tehat:

X(t) = 0,052 e ™ sinyt =0, 05100 oois sin(98,87t) =
y 98,87

9

=0,0505e " 5in(98,871)

A megoldas egy lecsengé szinuszos rezgés (5.11. abra).
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0,05 ~
0,04
0,03
0,02 ~

001 /\
0 I [\ T — 1
\1/ A\
001 { 0) 02 03 0,4 0,5

-0,02
-0,03 -

x (m)

t(s)
5.11. abra
5.6. Példa

Bgy A,=2m” alapteriileti és egy .4,=3m’ alapteriiletd tartalyt alul egy
/=10m hosszt, A=0,01m’ keresztmetszetli, elhanyagolhaté hidraulikus
ellenallasu csévezeték kot Gssze. A tartalyokban viz van, mely kezdeti
szintkiilonbsége A,-5,=0,5m (5.12. abra).

S Q P
5.12. 4bra

Feladat:

a) Rajzoljuk meg a rendszer struktira-grafjat!

b) Hatarozzuk meg a vizszint ingadozasanak frekvenciajat és a térfo-
gataram valtozasat!

¢) Rajzoljuk meg a rendszer villamos és mechanikus megfelel6jét
(analogjat)!
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Megoldas:

ad a)

El6szor fel kell ismerntink azokat a csomépontokat, ahol a keresztval-
tozé (nyomas) értéke kiilonboz6. Jelen esetben p, és p, nyomasok kiilon-
béznek, mivel a rajuk nehezedé vizoszlop p-g+h hidrosztatikus nyomasa
eltéré. Bz a p,-p, nyomaskiilonbség gyorsitja az alsé csében a folyadékot,
melynek tehetetlenségét az L, inertivitissal vesszik figyelembe. A rendszer
elemeinek kapcsolatat kifejezs struktiara-graf a kévetkez6:

5.13. abra

ad b)

A rendszeregyenlet a csomoéponti modszerrel irjuk fel a graf alapjan. A
csomépontba befolyd térfogataramot tekintsitk pozitivnak, az elfolyd
aramot negativnak. Az 1. csomépont egyensulya:

- Qc1 - QLh =0
Az elemek fizikai egyenleteit behelyettesitve:

d(p, —p,) 1 _
—%#—L—h](pl—pz)dt—o

Hasonléan a 2. csomoépontra:

d(p, —p,) +L

-C
" dt L,

J (b =p.)de=0

A csomoponti egyenleteket id6 szerint derivaljuk, hogy differencialegyen-
letet kapjunk (p,=allando, ezért id6 szerinti derivaltja zérusl):
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d’p, 1
——(p — =0
b g2 L (p, —p>)
d’p, 1
-C,,—=+—(p,-p,)=0
h2 g2 L (p, —p>)

Fejezziik ki a masodik derivaltakat mindkét egyenletbdl:

d’p, 1
dt2 - Cllf (pl p2)
d?p, 1
at2 a(pl P,)

Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol és rendezztink nullara:

2 2 _
d E)l_d 82+p1 pz(i_i_i)zo
dt>  dt I, 'C, C,

Tekintsiik valtozonak a p,,=p,-p, nyomaskilonbséget, tovabba vezes-

stk be a 1 = 1 + jelolést az eredé kapacitasra, ekkor a rend-
C12 Chl Ch2
szeregyenlet az alabbi alaku lesz:
d’? 1
# + p, =0
dt L,C,

Ez a harmonikus rezgémozgas jol ismert egyenlete, ahol

a sajatrezgések korfrekvencidja.
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Megjegyzés: a masodrendd differencialegyenletbdl latszik, hogy nem
harom, hanem csak két fiiggetlen energiatarolé van a rendszerben (az
inertivitas és a tartalyok eredé kapacitasa).

Kiszamitva a csében aramlo6 viz tehetetlenségére jellemzs znertivitist,

Lh:p_lzwzlm kg/m*
A 0,01

A kapacitasok:

C, = A2 =0,0002 m*s?/kg
p,-g 1000-10

C, = A3 =0,0003 m*s®/kg
-9 1000-10

A redukalt kapacitas:

ccC, 2:10*-3-107

= - =1,2-10"* m*s*/k
2 C,+C, 2:10%+3-107 J

A folyadéklengések korfrekvenciaja:

o L 61 20,091 1/s
L.C, \10°-12-10

A lengések frekvenciaja:

f=2%-00145 Hz
27

A harmonikus rezgémozgas egy lehetséges megoldasa

p,, = Ksin(at + ¢)

alakban irhat6 fel. A térfogataram meghatarozasahoz a megoldas K és @
konstansait a kezdeti teltételekbol hatarozhatjuk meg:

112(0)=pgAh=1000-10-0,5=5000Pa és dp,,/dt(0)=0. Behelyettesitve
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5000 = Ksin ¢

0=Kacoso=¢=90°, K=5000 Pa

A megoldas ezzel:

P, =5000sin(0,091t + 1t/2) = 5000 cos(0,091t)  Pa
A térfogataram most mar kiszamithato:

Q= LL p,dt = %J.SOOO c0s(0,091)dt = 0,0549sin(0,091t) m’/s
h

ad ¢)

A villamos és mechanikus analég rendszerek az 5.14. abran lathatok,
differencialegyenleteik azonos tipusuak.

5.14. abra

@
L, & 2 v,
— —>
L
2 2
d P212 1 P, d U, 1 N 0 d V212 + 1 v, -0
dt LhC12 dtz LC12 dt m12

5.7. Példa

Egy R=1000Q ellenallasbol, I.=0,1H induktivitasbol, valamint C=10" F
kapacitasbol all6 villamos aramkor (passziv savszard) lathaté az 5.15. ab-
ran.
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R R
w o—L F— u y —{ +—o
= |-
5.15. abra
Feladat:
a) Hatarozzuk meg az aramkor atviteli tényezdjét, ha a bemenet u,, a
valasz u.

b) Szamitsuk ki a valaszjelet, ha a bemenet u,=5-sin(50¢)!
Megoldas

ad a)
Villamos aramkorok atviteli tényez6jét az altalanositott impedanciakkal
egyszertien felithatjuk, mivel az elemek soros és/vagy piarhuzamos kap-
csolasa egyszertien felismerhetd.

Vegytik észre, hogy az aramkor visszavezethetd egy terheletlen ke-
resztvaltozé osztora (fesziltségosztora). El6szor a parhuzamosan kapcesolt
tekercs és kondenzator eredé impedanciajat szamitjuk ki:

1 1 1 1 1 1+s’LC sL

— =ttt = ,=———

Z, Z, Z. sL i sL 1+s°LC
sC

A feszultségosztd altalanos (4.85) Osszefuiggését alkalmazva komplex im-
pedanciakra és jelekre (Z,=R):

sL
Z 1+s’LC sL
U@is)=U —2 __=U —===__=U
1+s’LC

Az aramkor atviteli tényezdje:
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_UGs) sL
U,(s) s’RLC+sL+R

Y(s) (5.1)

ad b)

A szinuszos bemenetre adott valaszt a frekvencia fliggvény segitségé-
vel allitjuk el6. A frekvenciafiiggvény az atviteli fuggvénybdl s—jw helyet-
tesitéssel adodik:

joL
R —»’RLC+ joL

Y(jo) =
Az amplitadé nagyitas:

oL
JR = ’RLC)? + (0L)’

A(0) =Y (jo)| =

Az adott korfrekvencian

314-0,1
J0° =314% .10°-0,1-107) +(314-0,1)°

A(314) = = 0,0348

Ezzel a kimendjel amplitudoja
u=u,-A(314)=5-0,0348=0,174 V

A kimendjel faziskésésének kiszamitasahoz a frekvenciafiggvény szamla-
l6janak fazisszoge ¢, =90°, mivel a szamlalé tisztan képzetes. A nevezd
fazisszoge
| oL 4 314-0,1

e e 3 2 Sy
R -o"RLC 10°(1-314-0,1-107")

o

¢, =tan

A faziseltérés:

e=0,—¢, =90-2=88" =1,53 rad

A kimendijel tehat
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u=0,174-sin(314t +1,53) V

5.8. Példa

Egy =100 1/s szogsebességgel forgd motor forgorészére a kiegyensulyo-
zatlansag kovetkeztében F =50 N centrifugalis eré hat. A motor m=50 kg
tomegl gépalaphoz van rogzitve, mely c=10" N/m ered6 merevségli ru-
gokon nyugszik. A gépalaphoz m,=2 kg témeget kapcsolunk c,=2 10’
N/m merevségi rugéval.

Feladat:

a) Hatarozzuk meg a gerjesztés id6fiiggvényét!

b) Mekkora a gépalap rezgésamplitudoja?

¢) Milyen m, tomegl tn. dinamikus lengésfojtot kell a gépalaphoz
kapcsolni a ¢, merevségl rugdval, ha azt szeretnénk elérni, hogy a gépalap
allandosult rezgése zérus legyen?

5.16. abra

Megoldas

ad a)

A centrifugalis er fuggdbleges vetillete gerjeszti a leng6rendszert:
F, (t) = F, sin(wt) = 50 - sin(100t)

ad b)
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A rendszert a szemléletesség kedvéért vizszintesen elfektetve rajzoljuk le.
A tomegeket kissé kimozditva képzeljik egyensulyi helyzetikbdl, x;>x
feltételezéssel. Az egyes tomegeket kilon vizsgaljuk. A free-body diagra-
mok megrajzolasa utan alkalmazzuk Newton II. axiémajat:

F
g
_——
X cy(x4—X) cy(x4—X)
«— m |—» - m

5.17. abra

Az egyes testek mozgasegyenletei:

—CX+CyXy —CyX +F, =mX

—CyXy +CyXx =myX,

A differencialegyenlet-rendszert zérus kezdeti feltételekkel elvégzett Lap-
lace-transzformacioval atalakitjuk algebrai egyenletrendszerré:

X(s)(ms® +c+cy)— F,(s)

X(s)(ms® +c+c,) =F,(s)+ ¢, X (s) > X,y (s) =
Ca
¢, X(s)

Xy (s)(mys® +¢y) = ¢ X(s) - Xy(s) = 2
m,s® +c,

A most mar algebrai egyenletrendszert megoldjuk X(s)-re, azaz mindkét
egyenletbdl kifejezzik X, (s)-t és egyenlévé tessziik egymassal:

2
m,s” +c,
F,(s)

X(s) = 5 ; 5
(ms” +c+cy)(mys” +c,)—cy

A gépalapra értelmezhetjiik az atviteli fiiggvényt:

_ X(s) md52 +cy

Y(s)

- F,(s) - (ms® +c+c,)(m,s’ +cd)—cd2
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Mivel a gerjesztés szinuszos, ezért az allandosult valaszt a frekvencia-
atviteli fuggvénnyel egyszertien megkaphatjuk:

2
-mum° +c,

Y(jo) =
(—-mo® +c+c,)(-m0’ +c,)-c,’

Az amplitdd6-nagyitasi figgvény a gerjesztés frekvenciajan:

| ~2.100% +5-10° |
(=50-100% +10* +5-10°)(~=2-100% +5-10%) — (5-10°)? |
=2,069-10° m/N

Ao =100)

A gépalap rezgés-amplitadoja:

% = A(@)F, =2,069-10"° -50 =1,0345-10 *m = 0, mm

ad c)

A gépalap tokéletesen rezgésmentes, ha az amplitidé-nagyitasi fiigevény a
gerjesztési frekvencian zérus. Y(jw) szamlaldjat zérussal egyenl6vé téve
kapjuk, hogy

c
-me° +c, =0 > L =’

my

A kivant feltétel teljesithetd, ha a dinamikus lengésfojté o = 4/c, /m; sa-

jatfrekvenciaja éppen a gerjesztés frekvenciajaval egyezik meg, amit c, és
m, alkalmas megvalasztasaval érhetiink el. Jelen esetben példaul ¢, =5 10°
N/m rugémerevség és m,;=0,5 kg tomeg esetén a gépalap rezgésmentes.
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6. Bevezetés a numerikus analizisbe

Az alland6 paraméterd, linearis, elsérendd differencialegyenletekkel lefrha-
t6 rendszerekre az analitikus megoldas szinte mindig lehetséges, ahogy azt
az eddigi vizsgalatainkban is tapasztalhattuk. Bonyolultabb, és fleg nem-
linearis problémak azonban ritkan oldhaték meg analitikusan. Ilyenkor a
numerikus modszerek segitségével juthatunk eredményre.

Meg kell emliteni, hogy manapsag szamos nagyon hatékony kereskedelmi
szoftver all rendelkezésre (Maple, Matlab), melyekkel a laikusok is képesek
meghatarozni differencialegyenletek numerikus megoldasat. Mindazonaltal
nem haszontalan betekintést nyerni ezen algoritmusok mikédésébe, mivel
a digitalis iranyitasi mechatronikai rendszerek fejlesztése soran felmeril-
het az igénye valos idejl vezérld, illetve szabalyzé algoritmusok megirasa-
nak.

6.1. Differencialegyenletek kozelité megoldasa

6.1.1. Differenciahanyadosok szarmaztatasa

A differencialegyenletek numerikus megoldasara szamtalan modszer 1éte-
zik. Alapelviik azonban k6z6s: a fuggetlen valtozé értelmezési tartomanyat
Ax hosszusagu, altalaban allandé hosszusagu (ekvidisztans) intervallumok-
ra osztjak. Az intervallum kezdetén 1évé értékekbdl hatarozzak meg az
intervallum végén 1évé értéket (un. prediktor eljaras), majd az egymast
kovetd intervallumokban ezt az eljarast ismétlik. Igényesebb algoritmusok
a szamitas soran az intervallum végén 1évé értékeket is figyelembe veszik
iteraci6 segitségével (prediktor-korrektor eljarasok). A modszerek kozos
jellemzdje, hogy a differencialhanyadost (a fiiggvény adott pontbeli érint6-
jének meredekségét) a differencia-hanyadossal (a hur meredekségével)
kozelitik. Az alapelv megértés¢hez fel kell elevenitenink a fuggvények
Taylor-sorba fejtését.

Vizsgiljunk egy y(x) fiiggvényt az yi(x;) pont kornyezetében. (Megjegyez-
ziik, hogy a fiiggetlen valtozé nem csak tavolsag, hanem idé is lehet, ekkor
értelemszertien a derivalast id6 szerint végezzuk).
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/
VA
yj+1
Vi
Yi- X
Ax |  Ax >
Xj-1 Xj Xj+1
6.1. 4bra

El6szor szamitsuk ki a fliggvény értékét az x; ponttdl jobbra Ax tavolsigra
1év6 ., =x+Ax pontban!

1(dy 1(d*y , 1(d’y N
o=y = —— | AX+—| — | AX"+—| — | AX” +... 6.1
i = 1![dxjj 2![dle aax’ ) (6.1

Az egyszertibb irasméd érdekében a fiiggvény /~dik differencialhanyado-
sanak a j-dik osztaspontban val6 jelolésére vezessiik be a

D' = d—)_(
] Xm j

szimbolumot. Az 4j jeloléssel a (6.1) 6sszefiiggés a kévetkez6képpen irha-
to:

1

2

l 1 2 2 1 3 3
yj+1:yj+T!Dij+ DjAx +§Dij +... (6.2)

A figevény differencialhanyadosa a j-dik osztaspontban (6.2)-bdl kifejez-
ve:

_Yj+l_ i

D! Y —(%D?AX +%Dij2 +...) (6.3)

! AX

A zardjelben 1év6 tagok Ax elsé hatvanyanak nagysagrendjében vannak,
amit O[Ax] {rasméddal jelélink (O=ordo).
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_ Y 7Y,
AX

D; — O[AX] (6.4)

Egy figgvény szel6jének meredekségét a fiigevény differenciahanyadosa-
nak nevezzik. A jobboldali differenciahanyados értéke:

Yinn 7Y

A= -1 6.5

j = (6.5)

A differencialhanyados (a figgvény érint6jének meredeksége) és a diffe-

renciahanyados (a fuggvény szel6jének meredeksége) kozotti kapesolat a
kévetkez6:

D! = A" +O(Ax) (6.6)

Fejtsik Taylor-sorba az y(x) fuggvényt y(x) pont kérnyezetében, de most
balra haladva a X = -Ax pontban:

1 1 1 2 2 1 3 3
yH:yj—l—!Dij+E!Dij _EDJAX +... (6.7)

A figevény differencialhanyadosa a j-dik osztaspontban (6.7)-bdl kifejez-
ve:
_YiT Y

1
D; A
X

1 2 1 3 2
+(E!DjAX—§DjAX +—....) (68)

A magasabb rendd derivaltakat elhanyagolva a kozelités hibidja most is
O[Ax].
1 _ Al-
D; =A, + O[Ax] (6.9)
Vonjuk ki a (6.2)-bél a (6.7) 6sszefiiggést:

1
Yin — Y = 2D}Ax +(2§D?Ax3 +...) (6.10)

Fejezzik ki innen az elsé differencialhanyadost:
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Yin =Y 1
D= _(=DAX* +... 6.11
! 2Ax (3! ! ) 611

Jol lathatéan a zardjel elhagyasaval elkvetett hiba joval kisebb, mert a
hiba a Iépésk6z masodik hatvanyaval aranyos:

Yin ~ Y

D! ="~ _O[Ax’ 6.12

j TAx [Ax7] (6.12)

Egy adott pontbeli differencialhanyadost a két oldalrél szamitott

i Yin ~ Y
A e (6.13)

differenciahanyados jobban kozelit, mint a Al; ésa Alj_.

A kapott eredmények a 6.2. abran lathatok. A j-dik osztaspontban a figg-
vény kozelité érintSi kozil a kék szinG baloldali hur és zold szind jobb
oldali hur erésen eltér a tényleges, szaggatott vonallal jelolt érint6tSl. A lila
szind kétoldali kozelités ellenben lathatéan sokkal jobb eredményt ad.

e

PR\
e //// 1
D

\ As

6.2. abra
A midsodik derivilt és a masodik differenciahanyados kapcsolatanak ki-
deritése érdekében most adjuk 6ssze (6.2) és (6.7) Osszeftiggéseket:

2 2
Yin T i1 =2Y; +5!D§Ax2 +Z!D;‘Ax4 +. (6.14)
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A masodik derivaltat kifejezve (6.14)-bdl:

Y =2y + Y
Ax®

1
D’ —(ED;‘AX2 +..) (6.15)

A masodik differencidlhanyadost O[Ax’] hibaval kézelité masodik diffe-
renciahanyados a

A =2 _iz; Y (6.16)
Osszefliggéssel szamithato.
6.1.2. Euler-Cauchy (tértvonal) médszer
Adott az
y' =f(x,y) (6.17)

fuggvénykapcsolattal leirt elsérendd differencidlegyenlet y(X,) =y, eloirt

kezdeti feltétellel. Keresett a kezdetiérték-feladat y(x) megoldasanak koze-
lit6 y(x) megoldasfuggvénye.

Egyszertibben szolva, ismerjiik a keresett fiiggvény meredekségét barmely
pontban (kék egyenes-sereg), mint x és y fuggvényét és keresstik azt az
integralgorbét, mely athalad a kezdeti értéknek megfelel6 y(x,)=y, ponton
(6.3.a abra). Egyszertbb a feladat, mikor a figgvény derivaltja csak a fug-
getlen valtozé figgvénye, mert ekkor a fuggvény érint6i adott x értéknél
parhuzamos egyenes-sereget alkotnak (6.3.b abra)

A konnyebb érthet6ség érdekében el6szor tételezzik fel, hogy a fliggetlen
valtoz6 az id6, a keresett figgvény derivaltja pedig csak a fiiggetlen valto-
z6 fuggvénye:

y=1(t) (6.18)
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%

<

y' =f(x,y)

-

Y1/ =
] _
&/ ??1

V>

2AX

Y 7
@
y
A 1 Y2
=1 |l
0 1At Ut
dy/dth
1
y'l
YO
t;
0 1At we
6.4. abra
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A probléma geometriai szemléltetése a 6.4. abran lathaté: az osztaspon-
tokban ismert a keresett figgvény derivaltja (érint6jének meredeksége),
amit most parhuzamos kék vonalsereggel abrazolhatunk.

Az Enler-Canchy modszer a keresett fliggvényt egyenes szakaszokbol 6ssze-
illesztett tortvonallal kozeliti, mikézben a fiigevény derivaltjat az interval-
lumon beldl allandonak tételezi fel.

A tértvonal P, | P; szakaszanak meredeksége (6.8) szerint

Y =¥

R (6.19)

szamithato, ahol az  f{%,) derivilt az intervallum bal oldali végpontjiban
ismert. Atrendezéssel a /~dik pontban a fuggvényérték

Y=y, FEE) A, j=1,2,3,.. (6.20)

lesz. Az eljarast hasonlé médon folytatva tetszéleges ideig meghatarozhat-
juk a keresett fliggvényértékeket.

Csak kis Az id6intervallumok esetén szamithatunk elfogadhaté pontossag-
ra. Hosszabb folyamat vizsgalatakor az egyes 1épéseknél elkovetett hibak
halmozédnak, az eredmény megbizhatatlanna valik.

' 6.1. Példa.

| Hatarozzuk meg az y = 3t” differencialegyenlettel leirt folyamat megoldas-
| fliggvényének egzakt, valamint numerikus kozelité modszerrel kapott
\ megoldasat, ha /=0 idépillanatban ,=0.

Megoldas

A differencialegyenlet analitikusan is megoldhato, igy a numerikus megol-
i das eredményét Osszehasonlithatjuk az elméletileg helyes megoldassal.
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Az analitifns megoldas

t
y=y0+I3t2dt=t3
0

A numerikus eljarasban szandékosan nagy, A7=0,1 s id6 1épéskozt valasztot-
i tunk, hogy a két megoldas eltérésére ravilagitsunk. A numerikus eljaras
 algoritmusa (6.20) szerint

LY =Y, 3t

| A szamitast tablazatos formiban 6t intervallum hosszig végeztiik. Az
. egyes intervallumok végén felvett fliggvényértékek megegyeznek a kévet-
! kez6 intervallum kezdéértékeivel, amit a cellak azonos szine is jelez.

]t Gty Vi + 3t1712At Y; y=t3
o o0 - - + - 0 (kezdf) 0

1 01 0 0 + 300, 0 0,001
2 02 01 0 + 301%01 0,003 0,008
303 02 0003  + 302%0,1 0,015 0,027
4 04 03 0015  + 30301 [0042 0,064
5 05 04 [0042 | + 30401 0090 0,125

\ A szamitas eredményeit a 6.5. dbran 4brazoltuk. Lathaté, hogy a tortvonal-
 lal valo kozelités hibdja a valasztott 1épéskozzel nagy.
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javjtott Euler-Caucly
(mdsodfoku parabola)

0,050 - elméleti gorbe

Euler-Cauchy
(tortvonal)

6.5. abra

6.1.3. Javitott Euler-Cauchy maédszer y’=f(x) tipusu
differencialegyenlet megoldasara

Viltozatlanul az y = f(t) = 3t* differenciilegyenletet numerikus megolda-
sat keressiik, azonban az y(?) tiiggvényt most nem tortvonallal, hanem az
osztaspontok kézott masodfokd polinomokkal kozelitjuk. A /-1-dik és a j-
dik osztaspontok kozoétti id6t a szakasz kezdetén kezdjuk mérni, igy a 0 <
t < At szakaszban a kozelit6é polinom egyenlete

y=at’ +bt+c (6.21)

alaku, ahol az 4, b, és ¢ egyutthatok egyelSre ismeretlenek. A polinom deri-
valtja

y =2at+b (6.22)

alakd, vagyis most mar nem allandé az intervallumon beltl, hanem lineari-
san valtozo (6.6. abra alsé kék egyenese). Az ismeretlen egyttthatokat a
peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg: a [j-1,j] szakasz kezdetén ismerjiik a
gorbe 3, kezdeti értékét (mint kezdeti feltételt, vagy mar kiszamitott érté-
ket), amibdl a ,,¢” egytitthaté meghatarozhato:
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Y =a0’+b0+c > c=y (6.23)

Tudjuk tovabba, hogy a szakasz kezdetén a keresett fiiggvény derivaltja a
differencialegyenletbdl ismert, innen a ,,b” egyiitthatét tudjuk meghataroz-
nt:

¥i, =2a0+b - b=y, (6.24)

Az ismeretlen ,,a” egyltthatot pedig a szakasz végén 1év6 derivalt felirasa-
bol kapjuk:

Yy, =2aAt+b=2aAt+y (6.25)

Innen az ,,a” egyutthato kifejezheto:
gyu ]

a= YiTYin (6.26)
2At
Y
i
yi-At/2
}Y3_1 “At/DR
Yid t
Ol At/2 | At/2
y!
Yi
YS—I i
6.6. abra

Visszahelyettesitve a masodfoka polinom egytitthatoéit, a szakasz jobbolda-
li végpontjaban a figgvényérték:

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 136 p



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 137 p
y, = ATy Aty (6.27)
2At - e

a
lesz, ami egyszerusités és atrendezés utan egyszeribb alakban is felirhato:

. At At
Y=Y +yj>17+yj‘7 (6.28)

Felismerhetjik (6.28)-b6l a masodfoka parabola szerkesztési szabalyat,
amit a tartok nyomatéki abrdjanak szerkesztésekor mar hasznaltunk (a
parabola végpontokban rajzolt érint6i a szakasz felénél metszik egymast).
Az intervallumban masodfokd parabolaval kozelitett fiiggvénygorbe vo-
nalvastagsagon belil tér el az analitikus megoldastol (6.5.abra). A step-by-
step szamitas a tablazat alapjan egyszerien nyomon kévethets. Megalla-
pithatjuk, hogy a javitott Euler-Cachy modszer lényegesen pontosabb
eredményt szolgaltat.

J 5t v + 3t At/2 F 3AY2 Y y=t
(elm)

o0 - - o + 30%0.05 ‘O(k.f) 0

101 0 0 + 304005  + 301%005 00015 0,001

2 02 01 00015 + 3012005 + 30,2%0,05 ‘0,0090 0,008
3 03 02 0009 + 302005 + 30,3%0,05 0,0285 0,027
4 04 03 00285 + 3032005 + 30,4%0,05 - 0,064

5 05 04 - + 3-0,4%0,05 + 30,5005 01275 0,125

6.1.4. Runge-Kutta 4 médszer

Az egyik leggyakrabban alkalmazott numetikus médszer az y' = f(X,y)
alaku elsérendd, y(x,)=y, kezdeti feltételt differencialegyenlet megoldasara.
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A konnyebb érthet6ség érdekében konkrét feladaton mutatjuk be a mod-
szert. Szarmaztassuk a megoldand6 differencidlegyenletet a kovetkezd
problémabdl.

Egy ¢=5000N/m merevségd idealis rugéval és k=100Ns/m tényez&jd
sebességaranyos csillapitéval modellezhet6 gumirugéra F(t)=10000t [N]
idében egyenletesen névekvo gerjesztéerd hat. A gumirugd kezdeti Ossze-
nyomédasa zérus. Célunk a rugd x(t) 6sszenyomodasanak a meghataroza-
sa (6.7. abra).

6.7. abra

Newton II. axiémajat elhanyagolhat6 tomegi lapra felirva
F(t) —cy-ky=my =0,
ahonnan rendezés és a szamértékek behelyettesitése utan a

% =-50y+100t, y, =0 (6.29)

differencialegyenletet nyerjiik. A feladatban alkalmazott jeloléseinkkel a
megoldandé differencialegyenlet

y=f(y,t), ahol f(y,t)=-50y+100t (6.30)

A Runge-Kutta-4 médszer egy tetszbleges At hosszusagu idéintervallum
végén 1évé fuggvényérték kiszamitasahoz négy korrekcios tagot vesz figye-
lembe (innen szarmazik a RK-4 elnevezés).(6.8. abra)
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y A
/ — ]
L~ y
d PR
Yia ; t
At/2 -
At R
6.8. abra

A korrekcios tényezok jelentése a kévetkezo:

k,:

k,:

ckkora utat tenne meg a test, ha a szakasy kezdetén 1év6 v, sebes-
séggel (mint alland6 sebességgel) mozogna az egész intervallum
alatt

az el6z6 becslésben kiszamitott k, 7 feléné/ (ami az idSintervallum
felét is jelenti) kiszamitott v, sebességgel mozogna az egész inter-
vallumban [kék egyenes]

az el6z6 becslésben kiszamitott k, 7 feléné/ (ami az idSintervallum
felét is jelenti) kiszamitott v, sebességgel mozogna az egész inter-
vallumban [piros egyenes

az el6z6 becslésben kiszamitott k, 7# végénél és az idSintervallum
végénél kiszamitott v, sebességgel mozogna az egész intervallum-
ban [z61ld egyenes]

A korrekcids tagok (6.31-6.34) szamitasi Gsszefiiggéseit az alabbiakban

levezetés nélkil megadjuk és az els6, [0, At] intervallum esetében a kor-

rekcids tagok szamértékét is meghatarozzuk At=0,01s lépéskozre. A kor-
rekciés tagok rendre:

k, = At-£(t,,y,) (6.31)

—k, =0,01-[100-0-50-0]=0
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k, :At-f(t0+%,y0+%) (6.32)
—> k, =0,01-[100(0 + 0’;)1) —-50(0 +g)] = %
k, =At-f(t, +%, Yo +k72) (6.33)
— k, =0,01-[100(0 + 0’;)1) —50(0+ 0’(‘)205)] = M
k, =At-f(t, +At, y, +k;) (6.34)

—k, =0,01-[100(0+0,01) —50(0 + 0,00375)] = 0,008125

A figgvény névekménye az intervallumban a korrekcids tagok sulyozott
szamtani atlagaként szamithato:

Ay:é(kl +2k, + 2k, +k,) (6.35)

—> Ay = %(O +2-0,005+2-0,00375 +0,008125) = 0,004270

Az intervallum végén 1évé fliggvényérték tehat
y=yY,+4y=0,004270 m
Erdekesség kedvéért kozoljiik az analitikus megoldast, mely
y =004(e”" —1)+2t,
alaku és t=0,01-nél y=0,004261 m elmozdulast ad. A relativ hiba mind-
Ossze 0.2%, mely érték tovabb csokkenthet6 a 1épéskoz kisebbre valaszta-
saval. Az eljarast a tovabbi intervallumokban hasonlé médon folytatjuk.

Bar a moédszer idbigénye a korrekcids tagok szamitisa miatt nagyobb,
azonban a hiba a 1épéskoz 6todik hatvanyaval aranyos. Azonos 1épéskoz
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esetén a Runge-Kutta-4 modszer Gsszehasonlithatatlanul pontosabb ered-
ményt szolgaltat, mint a tortvonal-mddszer.

6.1.5. Magasabb rendii differencialegyenletek koézelitd
megoldasa

Itt csak masodrendd differencidlegyenlet numerikus megoldasaval foglal-
kozunk. Célunk olyan rekurziv algoritmus létrehozasa, mely az el6z6 1épé-
sekben kiszamitott figgvényértékekbdl és az 4j bemendjel értékbol hata-
rozza meg a soron kévetkezé fuggvényértéket. A megoldas alapelve, hogy
az els6é és masodrendt differencialhanyadosokat helyettesitjik a (6.13) és
(6.16) differenciahanyadosokkal. Az eljarast az 5.7. Példa nyoman ismer-
tetjuk.

A rendszer (5.1)
_UGs) sL
U,(s) s’RLC+sL+R

Y(s)

atviteli fiiggvényét keresztbeszorzas utan visszaalakitjuk differencialegyen-
letté:

2
RLCIY L8 Ry o I
d® i dt

(6.36)

Ezt kovetéen a differencialhanyadosokat helyettesitjik a (6.8), (6.13),
(6.106) differenciahanyadosokkal:

RLC i —2‘1; Ui IS S B S S S e B
At 2At ! 2At

(6.37)

Az u, kiemelése és elemi atalakitisok utin kapott rekurziés formula a
kovetkezo:
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—4RLC + 2RAt’ 2RLC - LAt 2LAt
Uiy =~ u; = U, + Uy —
2RLC + LAt 2RLC + LAt 2RLC + LAt
2LAt

e 6.38
2RLC+LAt °' (6.38)

A kimendjel egyitthatoit K, K, K, K,-gyel jelolve, a rekurziv algoritmus
blokkdiagramja a kovetkezé (6.9. abra):

Uj bemendjel

\ Uy
beolvasasa

1

kezdeti feltételek

Y y

u =K K, K HKu > Ui

bi-1

0.9. abra

A numerikus szamitas tekinthet6 egy mintavételes rendszer algoritmusa-
nak is. Az u, bemend jel At mintavételi ideig allandénak tekinthetd
(nulladrendd tartotag). A (6.38) algoritmus az el6z6 u; és az azt megel6z6
u,; kimendjel értékek, valamint az 4j u,; és a megel6z6 u,, ; bemendjel ér-
tékek segitségével kiszamitja az 4j u,, kimendjel értéket. A kovetkezd
mintavételi periédusban ez az ,,4)” érték szamit a ,,régi” értéknek, ezért
minden valtozot id6ben egy osztassal el kell tolni (shiftelés).
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Az eljarast w=50 1/s korfrekvenciaji, At=0,001 s mintavételi idével min-
tavételezett u,;=sin(50*1*0,001) bemend jelre mutatjuk be zérus kezdeti
feltételekkel (tablazat els6 oszlopa).

A (6.38) algoritmus egyiitthatéi R=10" Q, 1.=0,1 H, C=10" F értékekkel a
kovetkezok: K,=0,9523, K,=-0,9047, K;=0,0952, K,=-0,0952.

I Ubi Ubifl Um Ui Ui+1

1 | 0,0499 0 0 0 0,0047 —>
21— 10,0998 0,0499 0 0,0047 0,0092 —
3 10,1494 & 0,0998 0,0047 ¥, 0,002 ¥, 00092 —
41501986 \: 0,1494 0,0092 0,0092 *¥],0.0051 —
5 | 0,2474 0,1986 0,0092 K 0,0051 E 0,0011 -
6 |- 02955 0,2474 0,0051 0,0011 *] 00010 —

A bemenet és kimenet elsé hat értékét a 6.10. abran lathatjuk.

ub AU

0,210,02

0,14-0,01

6.10. abra

A magasabb rendd differencialegyenletek numerikus megoldasanak sza-
mos egyéb modszere 1étezik. A megoldasok azon alapulnak, hogy egy n-ed
rendd differencidlegyenlet 4j valtozok bevezetésével visszavezethet6 n
darab elsérendd differencidlegyenletre. Az elsérendd differencialegyenle-
tek rendszere pedig az ismertetett modszerek valamelyikével mar megold-
hato.
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6.2. Interpolacio jelleggorbék megadasara

A miuszaki szamitasokban gyakran valik szitkségessé egy méréssel felvett
gorbe kozelité egyenletének meghatarozasa. A probléma hasonld a reg-
resszio-szamitashoz, de mig ott a kozelité gorbe (t6bbnyire egyenes) nem
feltétlentil halad at a mérési pontokon, addig interpolacional a kozelitd
gorbe athalad az el6re meghatarozott alappontokon. A kozelité gorbét
célszertségi okokbol hatvanyfuggvénynek valasztjuk és interpolacios poli-
nomnak nevezziuk. Bar napjainkban hatékony eljarasok is rendelkezésre
allnak (pl. spline-fiiggvények alkalmazasaval), a tovabbiakban csupan egy
klasszikus modszerrel, a Lagrange-féle interpolaciés polinom alkalmazasa-
val foglalkozunk.

Az alapprobléma a kovetkez6: adott # darab Osszetartozo (x,y;) értékpar.
Olyan n-1-ed fokd polinomot kell konstrualnunk, mely athalad az 6sszes
P(x,y), i=1,2,3,...n ponton. A fluggvényt » darab n-1-ed fokd fliggvény
(alappolinom) linearis kombinacidjaként allitjuk el6:

F0 =2 y.L, (%) (6.39)

Az I,(x) alappolinomok koz6s tulajdonsaga, hogy az x; helyen 1 értéket
vesznek fel, az Gsszes tobbi x,, j#i helyen zérus értékiek. Példaul a negyed-
foka L, (x) alappolinom értéke az x=x; helyen L,(x,)=1, minden mas alap-
pontban zérus: L,(x,)=L,(x5)=L,(x,)=L,(x;)=0. Kénnyen meggy6zédhe-
tink arrél, hogy az

(X = X,)(X =X )(X — X, )(X — X5)

(X, = X,)(x; = X3)(X; =X )(X; —X5)

L,(x)= (6.40)

alappolinom ilyen tulajdonsagi, mivel ha x=x,, vagy x=x;, vagy x=x,,
vagy x=xs, akkor a szamlalé valamelyik tényezdje zérus, kovetkezéskép-
pen L,(x) is zérus. Ugyanakkor, ha x=x;, akkor a szamlal6 és a nevezd
megegyezik, tehat L, (x,)=1. Az L,(x) és L,(x) alappolinom képe a (6.11. és
6.12. abrakon lathato x,=0, x,=1,x,=2, x,=3, és x.=4 értékekre.
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3
1 1 2 3 4 5 6
05 -
X
6.11. abra L, (x) alappolinom
2 .
1
T uv’“/—\"‘ T ]
-1 1 2 3 4 5 6
3
_4 |
5
X
6.12. abra. I,(x) alappolinom
| 6.2. Példa

i Egy motor jelleggbrbéjét szeretnénk analitikusan megadni. A jelleggérbe
| nevezetes pontjait a tablazat tartalmazza.
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i n/1000 M (Nm)
(ford/min)
1 0 300
2 1 310
3 2 370
4 3 400
5 4 0

Megoldas

Vissza 4 146 p

A Lagrange-féle interpolacios polinomokat a megfeleld jel6lésekkel

5

i ‘:,':ti(n_n')
Li(n) _ 5J L,j j
: Hi:l,j:tl(ni -n;)

Osszefuiggés szerint képezve a gorbe analitikus egyenlete a kévetkez6:

M) = Y ML, (n) 300L, () + 310L, (n) + 370L () + 400L (1)

" A kapott gorbe a 6.11. abrin lathato.

450 -
400
350 -
300 o—
250 ~
200 +
150 +
100 ~

50 +

M (Nm)

-1 0 1 2 3
n/1000 (1/perc)

6.13. abra
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6.3. Gyokkeres6 modszerek

Szamos esetben valik sziikségessé az f(x)=0 algebrai egyenlet gyokének
(gyokeinek) meghatarozasa. Kuloénosen transzcendens egyenleteknél a
gyok algebrai médszerekkel nem hatarozhaté meg. Ilyenkor numerikus
modszerekkel célt érhetink. A kévetkezékben a gyokkozelité médszerek
kozul a hur- és az érinté moddszer, valamint az iteracié alapgondolataval
ismerkediink meg. A médszerek elemi programozasi ismeretekkel automa-
tizalhatok

6.3.1. Hurmédszer

Legyen adott az f(x) folytonos fiiggvény. Az f(x)=0 egyenlet (egyik) gyoke
nyilvanvaléan olyan x, és x, abszcisszaju pontok koézott talalhat6, melyekre
a két fuggvényérték ellenkez6 elbjeld, vagyis f(x,) f(x,)<0.

yA

y=x)

6.14. abra

Az x tengely mentén durva lépésekkel végighaladva keresiink ilyen tulaj-
donsagu A és B pontot. A két pontot 6sszek6td har és az x tengely &, met-
széspontja a keresett gyok elsé kozelitése. (A hur egyenletének felirasa a
kozépiskolabdl jol ismert ,,két ponton atmend egyenes egyenlete” alapjan
torténik). A modszert ezutan megismételjik: az 4j har egyik végpontja a &,
abszcisszaju pont, a masik végpontja az x, vagy x, abszcisszaju pont lesz
attol figgden, hogy melyikiik eldjele ellentétes £(%, )-gyel. Az eljarast addig
ismételjik, mig a gyokot kellben meg nem kozelitettiik.
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6.3.2. Erinté modszer

A modszert differencialhat6 fuggvényekre alkalmazhatjuk. Egy P, pontbdl
elindulva felirjuk a fiiggvény érint6jének egyenletét (,,egy ponton atmend,
adott meredekségti egyenes egyenlete”), majd meghatarozzuk az érint6 és
az x-tengely x, metszéspontjat. Az x, abszcisszaju P, pontban az eljarast
megismételjik és addig folytatjuk, mig a gyokot kelléen meg nem kozeli-
tettiik.

yA

flx)) \

0 x x XEN

X

6.15. abra

6.3. Példa. Oldjuk meg numerikusan a
sinX = COSX

egyenletet érinté modszerrel.
Megoldas.

| Az egyenletet atirjuk y(x) = sin X — cos X alakra és ez utébbi egyenletnek

| keressiik a zérushelyét. Induljunk ki a kék szinnel rajzolt y(x) figgvény
1 x,=0, y,=-1 pontjabol. A figgvény érintéjének meredeksége ebben a
. pontban

y'(X,) = cos(x,) +sin(x,) =1
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Ya

0,5 ~
| o /(
0

};yl) I

1 2

\J

-0,5

19 (X0,)

0.16. abra

Az érint6 egyenes egyenlete a kozépiskolaban tanultak szerint
L Y=Y, =Yo(X—X,), ami a konkrét adatokkal

y+1=1(x-0).

| A pirossal rajzolt érint6 egyenes az x tengelyt (y=0) az x,=1 helyen metszi
 (cz a feladat megoldasanak elsd kozelitése). Ehhez az abszcisszahoz tarto-
1 26 fuggvényérték

.y, =sin(l) — cos(1) = 0,2984

és érint6 meredekség

|y = cos(l) +sin(l) = 1,3817

A figevény (1; 0,2984) pontjaba hazott érinté egyenlete

| y—0,2984 =1,3817(x - 1)
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| Az érint6 és az x tengely metszéspontja x,=0,7836. Ez az érték mar alig
 kiilénbozik az analitikusan kapott helyes megoldastdl (x=0,7853). Az elja-
: ras lathatéan nagyon gyorsan konvergil, jelen esetben mar két 1épés utan
elfogadhaté pontossagt megoldast szolgaltat.

6.3.3. Iteracio

Gyakran alkalmazott moédszer f(x)-x=0 alakd egyenletek megoldasara.
El6szor az eredeti egyenletet x=f(x) alakra hozzuk. A szemléletesség ked-
véért az egyenlet két oldalat kiilon abrazoljuk.

y 4 %

y=x)

y >

X0 X %8

6.17. abra
Az x, abszcisszaval kezdve, az egymast kévetd kozelitések az abran jol
kovethetSk:

x, =1(x,)
x, =f(x,)
x; =f(x,)

A modszer altal kapott x,, x,, Xs,... sorozat akkor konvergal az egyenlet &

6kéhez, ha az [f'(x)| < 1 feltétel teljesiil a gyok kérnyezetében.
gy ] gy Y
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7. Hajtastechnika
7.1. Hajtaslancok elemeinek redukciodja

A hajtott berendezést altalaban tébb, kiulénb6z6 sebességgel mozgd
tomeg alkotja, melyekre kilonb6z6 erdk és nyomatékok hatnak. A hajtas-
lancok vizsgalatat nagyban egyszerusiti, ha a mozgd tomegeket és terhelé-
seket a motor tengelyére atszamitott (redukalt) ereddjitkkel helyettesitjtk.
Megjegyzendé azonban, hogy a helyettesités csak merev, holtjaték
nélkiili elemekre alkalmazhaté. Ellenkez$ esetben nem kerilhetjik el a
rugalmas hatasokat is figyelembe vevé sokkal bonyolultabb tobbtest- vagy
kontinuum-modellek alkalmazasat. A tovabbiakban a tehetetlenségi hata-
sok és terhelések motor tengelyére valé redukalasaval foglalkozunk.

7.1.1. Mozgé tomegek redukalasa a hajté tengelyre

Gyakori eset, hogy egy forgd mozgast végzé motorral olyan gépet haj-
tunk meg, melyben tobb, kiilonb6z6 sebességgel forgd és haladé tomeg
talalhat6. Célszert ilyenkor a hajtott gépet egy olyan forgd tomeggel
(,;egyenértékd lendkerékkel”) helyettesiteni, mely gyorsitasahoz, illetve
tékezéséhez ugyanakkora nyomaték illetve energia szikséges, mint az
egész berendezés mozgasallapotanak megvaltoztatasahoz. Az egyenértékd
»lendkerék” tehetetlenségi nyomatékat /., redukalt tehetetlenségi nyo-
matéknak nevezink. A tchetetlenségi hatasoknak természetesen csak
mozgasallapot valtozaskor (gyorsulas, lassuls) van szerepiik.

A redukalas alapelve az, hogy a helyettesit6 ,,Jlendkerék” mozgasi energiaja
barmely pillanatban azonos legyen a gép mozgé tomegeinek eredé mozga-
si energiajaval.

A helyettesit6é lendkerék forgd mozgast végez a motor szogsebességével,
tehat mozgasi energiaja:

2
Jred(’om

2

E-= (7.1)
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A gép ,,p” szamu halad6 és ,,q” szami forgd mozgast végzd tOmegé-
nek 6sszes mozgasi energiaja:

2
E=Y MV, § (7.2)

(Az Osszetett, pl. csavarmozgast végz6 test ered6 mozgasi energiaja a szu-
perpozicié elve szerint haladd és forgdmozgas energiajanak 6sszegeként
szamithat6). A mozgasi energiak egyenl6ségébdl a helyettesité lendkerék
redukalt tehetetlenségi nyomatéka a kévetkez6 lesz:

N Vi 2 d ®;
T =2 m(—)+ > T (D) (7.3)
i=1 o, o,

j=p+l

A zardjelekben az egyes halado, illetve forgd mozgast végzé testek se-
bességének (szogsebességének) és a hajtdé motor szogsebességének a vi-
szonya (az attétel reciproka) szerepel, melyekkel a redukalt tehetetlenségi
nyomaték értéke egyszertien szamithato.

P m. ptq J.
Jw=2 "5+ % (7.4)

Megjegyzés: az ,,i” indext forgé-haladé mozgasok kozott értelmezett
attételek (1/m) dimenziéjuak, mig a ,,i” indext forgd-forgd mozgis kozott
értelmezett attételek dimenziémentesek.

| 7.1 Példa

A motor 7,=0,05 m sugaru, [;=0,005 kgrn2 forgastengelyre szamitott tehe-
tetlenségi nyomatéku fogaskerékkel hajtja meg az ,=0,1 m sugara, [,=0,12
kgm® tehetetlenségi nyomatéku fogaskereket, mely egybe van épitve a
5h=0,05 m menetemelkedésti golybsorséval. Az orsé egy 7=200 kg témegl

1 asztalt mozgat (7.1. abra).
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@,
N\ \% \ Jred
Motor } 3 1“ Motor ‘;
1
m @, J
r _[)_J_ —0
N/ ,
a) b
7.1. abra

Hatarozzuk meg a hajtott gép tehetetlenségi hatasait modellez6, a motor
szOgsebességével forgd tarcsa redukalt tehetetlenségi nyomatékat!

Megoldas: A ], tehetetlenségi nyomatéku fogaskerék a motor tengelyére
van rogzitve, ezért attétele a motorhoz képest 7=1. A ], fogaskerék o,
szOgsebességgel forog, ezért attétele 4,=(t,/r,)=2. A haladé mozgast végz4
tomeg és a motor attétele két egymast kovetd attétel eredjeként adodik:
az ors6 és a motor kozotti attétel 7, mig a tomeg és az ors6 kozotti attétel
i0=(2m/h), ezért a tbmeg és a motor kozotti eredd attétel

i =i =2 2T 50 2T 5513
, h 0,05

A redukalt tehetetlenségi nyomaték Osszefliggését alkalmazva és behelyet-
tesitve az attételek értékeit

m J, 1, 200 0005 012 )
= +—== + + =0,0382kgm
red 1 2 i12 i22 251’32 12 22 g

adédik. A motor ,,nem veszi észre”, hogy a tengelyéhez az eredeti rend-
szer, vagy a [, tehetetlenségi nyomatéka tarcsa van rogzitve, mindkét
esetben azonos a mozgasallapot-valtozasa.

A bemutatott esetben a mozgd témegek sebessége illetve szogsebessé-
ge helytdl fiiggetlen volt, ezért a redukalt tehetetlenségi nyomaték allando
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értékre adodott. Amennyiben a mozgd témegek sebessége azok helyzeté-
tél is fugg, a redukalt tehetetlenségi nyomaték mar nem lesz allando érté-
ka, hanem a hajt6 tengely szoghelyzetének fuggvényében valtozik.

7.2. P¢élda

A motor az m nagysagu tomeget un. kulisszas hajtomé kozbeiktatasaval
mozgatja (7.2. abra). A motor tengelyére szerelt 7 sugaru tarcsara egy csap
(un. kulisszakd) van rogzitve, mely a fiiggbleges hornyu kulisszaban fel-le
mozog, mikézben a tomeghez mereven rogzitett kulisszat vizszintes

| irdinyban mozgatja.

i Hatarozzuk meg a mozgd tomegnek a motor tengelyére vonatkozé .4

redukalt tehetetlenségi nyomatékat!

<V
il m
7
7
7.2. abra.

Megoldas: A kulisszaké kérmozgast végez |v |=ro kerileti sebességgel

! (abszolut sebesség). Ha a kulisszaké mozgasat az » tomeghez rogzitett

Y

szall

pillanatnyi sebességgel haladé &-nmozgd koordindtarendszerbdl

i szemléljiik, akkor azt v, pillanatnyi sebességgel latjuk fel-le mozogni. Fel-
| frva az abszolu, relativ és szallito sebesség kozott

Y

= Vszzill + Vre]

absz
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Osszefliggést, ahol v il = V-

sz = Vi €8 Vo =V, kovetkezésképpen Vv

Tehat a szallité sebesség a kulisszaké kerileti sebességének vizszintes
komponensével egyezik meg. A tomeg mozgasi energidja az abran vazolt
pillanatban az o sz6ghelyzettdl fliggben

mv:  m(rosina)’
2 2

E=

Felirva a mozgasi energiak egyenl6ségét,

m(rosina)’ J @’
2 2

ahonnan

2 2.2
J ., =mr sin” o

szoghelyzettdl fiiged redukalt tehetetlenségi nyomaték adédik. A motor
elfordulasi sz6gének fiiggvényében valtozo tehetetlenségi nyomaték utger-
jesztés esetén onmagaban is komoly rezgéskelt6é hatassal bir (parametrikus
gerjesztés). Nyomatékgerjesztéskor pedig (ha allandé motornyomatékot
tételezunk fel) a tengely szoggyorsulasa

M
mr?sin? o

e(a(t)) =

szerint pillanatrél-pillanatra valtozik, ami a motor egyenl6tlen jarasat
okozzal Az egyenl6tlen jaras mérsé¢klése érdekében legegyszeribb megol-
dasként nagy, ], >>mt’ tehetetlenségi nyomatéki lendkereket szokis al-
kalmazni, mellyel a

M
J, +mr’sin’ o

e(a(t)) =

| szoggyorsulas, illetve annak valtozasa sokkal kisebb értéki lesz.
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7.1.2. Nyomatékok és erok redukalasa a hajté tengelyre

A nyomatékok és er6k redukalasanak az alapja az, hogy a redukalandé
nyomaték, illetve erd teljesitménye egyezzen meg a motor tengelyére re-
dukalt nyomaték teljesitményével.

A mozgd tomeget terhel6 erék és nyomatékok redukalast a hajté tengelyre
ismét egy példan mutatjuk be.

7.3 Példa

Tételezziik fel, hogy a mozgd asztalra régzitett, megmunkalas alatt 1évé
testre F=500N forgicsolé er6 hat, az orsé csapagyazasiban pedig
M,=3Nm surlédasi nyomaték ébred (7.3. abra). Redukaljuk a gép I és M|
terhelését a motor tengelyére!

__fr Ly, ——
Motor wrdl Motor‘--'j-'-'

= (’OlMd
> p—- re
==

LY LI L L.

e
1

~ 1=

IlIIﬂIIIIIIII

] j—

'(DZM
S

a) b)

7.3. abra. Terhelések redukalasa.

A tehetetlenségi hatasokat most nem vesszik figyelembe, csak a statikus
terhelésekkel foglalkozunk. A hajtott gépet terheld, er6kbdl és nyomaté-
kokbdl all6 erérendszer a motor tengelyére az i, forgd és az i, forgd-haladd
mozgasokra definialt attételek figyelembevételével redukalhato:

M. E
M, =ZI—J+ZI—‘
j i
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Az M, csapagysurlodas az m, szogsebességgel forgd tengelyre hat, igy atté-
tele 1=1,=2. Az F er6 a v sebességgel halad6 testet terheli, {gy annak attéte-
le 2 motor tengelyére i=i,*i,=251,3 m". A szamértékek behelyettesitésével
a redukalt nyomaték a kovetkezé:

500
2513

M _ =—+

red

%Jr =3,49Nm

1

M, F

i

A redukalt nyomaték értelmeért a kovetkezé meggondolassal hatarozhat-
juk meg:

Az erd és nyomaték teljesitménye redukalas utan is megtartja el6jelét.

Figyeljik meg, hogy a bemutatott példaban A ellentétes értelmd volt ®,-
vel, valamint F is ellentétes értelmd volt s-vel, kovetkezésképpen M, is

ellentétes értelmd o, -ral.

Megjegyzendd, hogy amennyiben a tehetetlenségi hatasok (gyorsitas,
lassitas), valamint terhel erék és nyomatékok egytittesen 1épnek fel, akkor
azokat — a sguperpozicid elvéne értelmében - egymastdl fuggetlentl redukal-
hatjuk a hajté gép tengelyére.

Feladatok

F1. Egy ], =0,0024 kgm® tehetetlenségi nyomatékd motor i=8 attételd,
elhanyagolhaté tomegekbdl allé hajtémtvon keresztil fiigebleges sikban
mozgat egy £=0,5 m hosszu, 7,=06 kg tomegl prizmatikus robotkart,
melynek végére 7,=5 kg tomegi festékszord van rogzitve (7.4. abra).

Hatarozza meg a szerkezet
a) motor tengelyére redukalt ], tehetetlenségi nyomatékat!
b) motor tengelyére redukalt M, , terhel6 nyomatékat!
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.......... X m
~Nom M- 2o
R =l
[} l," ng
_________ m.g

7.4. abra

11
Megoldas: J =] + 7(§m1k2 +m,k?)
1
1 k
M = T(mlgECOS(P +m,gk cos )
1
F2. Egy motort a z,=18, z,=54, 2,=20 és z,=50 fogszamu fogaskerekek-

bdl allé hajtomi kihajté tengelyén 1évé fékkel M nyomatékkal fékeziink
(7.5. abra).

motor Z motor %—
T Mred

i

Y

7.5. abra.

Z4

a) Mekkora a motor tengelyére redukalt M., fékez6nyomaték?
b) Hol hatasosabb a fékezés, a motor tengelyén vagy a hajtoma kihajtd
tengelyén?
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Z,Z

- _ 274
Megoldas: M, =

z,Z,

F3. Egy ,,O” tengelyl motor @ pillanatnyi szogsebességgel forgatja a 7.6.
abran lathat6 elhanyagolhaté tomegl forgattyts hajtomut r hosszasagu
forgattyus tengelyét, mely a £ hosszusagu hajtokar segitségével moz-
gatja az ,,77” tOmegl dugattyut.

P
........ \VA -
O N\ .~ K
r K P E—
AR a +—3[. M
) ve' ]
-l X -
g}/ Jred((p)
7.6. 4bra

Hatarozza meg
a) arendszer motor tengelyre redukalt |, , tehetetlenségi nyomatékat!
b) abrazolja EXCEL diagrammal a tehetetlenségi nyomaték valtoza-
sat 0<@<2r tartomanyban

Segitség: fejezze ki az x=0OB tavolsagot ¢ segitségével, majd hatarozza
meg a dugattyu pillanatnyi v=dx/dt sebességét. A tOmeg mozgasi energia-
jabol a redukalt tehetetlenségi nyomaték kiadodik.

Asin2¢

2\1-A%sin’ ¢

Megoldas: J (@) = mr’(sin g+ )? ahol A = %
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F4. Egy kerékparos » sebességgel halad (7.7. abra). Milyen adatok sziiksé-
gesek ahhoz, hogy a kerékparos és a kerékpar haladé illetve forgd tomegei
egyetlen, a pedal tengelyére redukalt tehetetlenségi nyomatékkal legyenek
helyettesithet6k? Mekkora ez a redukalt tehetetlenségi nyomaték?

7.7. abra

7.2. Dinamikai szempontbdl optimalis attétel
meghatarozasa

Mechatronikai berendezések pozicionalasi célra szolgalé hajtaslancainak
gyakran kell nagy tomegl testeket mozgatni a lehetséges legrovidebb id6
alatt. Adott nagysagi mozgatott tomeg és adott motor esetében a tervezd
feladata meghatarozni a hajtéma azon attételét, mely maximalis gyorsulast,
illetve minimalis pozicionalasi id6t okoz.

Hajt6 motornak valasszunk DC motort, melynek dinamikus viselkedése
egyszert egyenlettel irhato le. A terhelés pedig legyen egy | tehetetlenségi
nyomatéku forgdrész. A motort és a forgdrészt egy egyelére ismeretlen 7
attételd hajtomuvel kapcsoljuk dssze (7.8. abra).
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7.8. abra

Amennyiben a motort és a forgdrészt kozvetlenil (i=1) kapcsoljuk 6ssze,
a motor szerény nyomatéka nagyon lassan gyorsitja fel a forgdrészt, bar
nagy fordulatszamra. Ha viszont nagy lassito attételt (i>>1) alkalmazunk,
akkor a hajtomi altal megnovelt nagy nyomaték rovid idé alatt gyorsitja
fel a forgorészt, de csak lecsokkentett fordulatszamra.

A tovabbiakban az attétel sz6ggyorsulasra gyakorolt &(i) hatasat analitiku-
san vizsgaljuk

7.3. A szogsebesség valtozasanak analitikus
vizsgalata

A DC motor egyenlete operator tartomanyban

A B
Qm (S) = mU(S) - mM(S) (75)

Itt €, a motor szogsebessége, U a motor kapocsfesziiltsége, T a mechani-
kai id6alland6, M(s) a motort terhel6 nyomaték, mely tisztan tehetetlenségi
(inercialis) terhelés esetén a J,, tehetetlenségi nyomatéku forgérész gyorsi-
tasabol szarmazik. Az attétel miatt tigyelni kell arra, hogy a motor tenge-
lyére a J,,=]/i° redukalt tehetetlenségi nyomaték veendd szamitdsba. A
forgébmozgas alapegyenlete (perdulet-tétel) szerint M(t)=], e, amit az
operator tartomanyban M(s)=],;s€2,.(s) alakban irhaté. A (7.5) képletbe
helyettesitve
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A B
Q (s)=——U(s)——J _;sQ_(s 7.6
m() TS—‘rl () TS+1 red m() ( )

A motor szogsebességét kifejezve:

A

Q (s)=
n(®) (T+BJ_)s+1

UGs) (7.7)

Vegytik észre, hogy a motorra kapcsolt tehetetlen témeg a motor idéallan-
dojanak BJ, -tal valé névekedését okozta. Ugyeljiink arra is, hogy sza-
munkra nem a motor, hanem a hajtott tomeg 0(t)=m,,(t)/i szogsebessége
a lényeges. Helyettesitsiik Q(s)=€2,,(s)/1 , valamint |, ,=] /i’ 6sszefiiggése-
ket (7.7)-be, majd alakitsuk at az inverz Laplace-transzformaciéhoz.

o) =— A A ! —U) (78

(T+B)s+1 i(T+B%) S+
1 1

J
(T+B 7)

1
Ugras bemenetet feltételezve (U(t)=U-1(t)), a mozgatott tomeg szogsebes-
ségének id6beli alakulasat a teljes levezetés mell6zésével az

o) =— (- exp(-— ) (7.9)

(T+B-) T+B
1 1

egyenlet irja le. A nevezé zardjelében szereplé mennyiségek dimenzidinak
homogenitasabdl kovetkezéen a motor mechanikai id6allanddja a motor
forgorészének ] tehetetlenségi nyomatékaval aranyos, ezért T=B], alak-
ban is irhat6. Vezessiik be tovabba a mozgatott tomeg és a motor tehetet-
lenségi nyomatékanak A=] /] aranyit. Az dsszefuggés ezzel

(D(t) = L (l - eXp(— ¢ i )) = AU}\‘ (1 — exp(_ ;}\‘))
iBJ,, +3) BJ,+5) iT(1+5) T(+5)
1 1 i i
(7.10)
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alaku lesz. A motor T mechanikai id6allandéjat, valamint az ©,=AU
tresjarasi szogsebeséget ismertnek és allandonak feltételezve (T=1 s,
AU=1 1/s), a hajtott tdmeg szogsebességének alakuldsa csak a tehetetlen-
ségi nyomatékok A aranyatol, valamint az atalakito i attételétdl fugg. Az

m(t)oc;x(l—exp(— ! —) (7.11)

i(l+-) I+
1 1

Osszefiigeést A=1,10,100 tehetetlenség-aranyokra és i=1,5,10 attételekre
vizsgaljuk. Az egyes tehetetlenség-aranyokra kilon EXCEL diagramot

rajzoltunk. Mindharom diagramon bejeldltik az ®=0,04 1/s elérendd
szOgsebesség egyenesét. Azt vizsgaltuk, hogy a mozgatott tomeg mekkora
attétel esetén éri el a legkisebb 1d6 alatt a célul tlizott szogsebességet.

a) El6szor azt az esetet vizsgaljuk, mikor a motor és a mozgatott tomeg
tehetetlenségi nyomatéka megegyezik (A=1).

0=1
05 -
04
03 - ——i=1
g 02 B
O 01 - i=10
0 4 ‘ ‘ ] N—
0.1 0 2 4 6
t(s)

7.9. abra. A hajtott test szogsebességének valtozasa A=1 esetén

A diagrambol megallapithato, hogy a célul tizott szogsebességet legrovi-
debb id6 alatt i=1 attétel (direkt hajtas) esetén éri el a test. Legkedvezbtle-
nebb a nagy (i=10) attételd hajtas.
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b) Masodik esetben a hajtott test tehetetlenségi nyomatéka tizszerese a
motorénak.

0=10
0,2
0,15 - ——i=1
~ 01 —o—i=5
%) L
4 i=10
5 0,05
0 JM _—
0,05 § 2 4 6
t(s)

7.10.abra. A hajtott test sz6gsebességének valtozasa A=10 esetén.

A diagrambol megallapithato, hogy a célul tizott szogsebességet legrovi-
debb id6 (kb. 0,42 s) alatt i=5 attétel esetén éri el a test. Most a direkt haj-
tas okozza a legkisebb gyorsulast.

c) Végil szazszoros tehetetlenségi nyomatéki mozgatott forgorészt téte-
leztiink fel.

=100
0,05 +
0,04 - Ce_i=1
0,03 - e i=5
ﬁ 0,02 | i=10
= 0,01 - —
0 - —
-0,01 $ 2 4 6
t(s)

7.11. abra. A hajtott test szogsebességének valtozasa A=100 esetén
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A diagrambol megallapithato, hogy a célul tizott szogsebességet legrovi-
debb (kb. 3,2 s) id6 alatt i=10 attétel esetén éri el a test. Most is a direkt
hajtas a leglassabb.

Lathatoan lassito attétel kozbeiktatasanak akkor van jelent6sége, mikor a
mozgatott tomeg tehetetlenségi nyomatéka sokkal nagyobb a motor tehe-
tetlenségi nyomatékanal. Ugyanakkor szem el6tt kell tartani, hogy a lassitd
attétel beiktatdsa egyuttal csokkenti az elérhetS szdgsebesség maximalis
értékét, ezért az attétel novelésének csak eddig van értelme.

A gyorsulas szempontjabdl optimalis attétel megvalasztasa tobb paraméter
egylttes hatasatol fiige. Tovabb neheziti a helyzetet, hogy maga az attétel
is rendelkezik jarulékos tehetetlenségi nyomatékkal (fogaskerekek, tenge-
lyek tehetetlensége) vagy egyéb veszteséggel, ezért nem lehetséges az op-
timalis attételt explicit Osszefuggéssel meghatarozni. Helyette a hajtas
konkrét adatainak ismeretében, még a tervezés fazisaban célszerd szimula-
cios vizsgalatot végezni kiilonféle attételekkel és az igy nyert valtozatok
kozul az optimalis attételt kivalasztani. Egy ilyen vizsgalatot mutat a ko-
vetkez6 példa.

' 7.4 Példa

A J.,.=0,000012 kgm?® tehetetlenségi nyomatékd, T=0,15 s idéalland6ja DC
| motor a forgorészére szerelt ], tehetetlenségi nyomatéku tarcsin atvetett
elhanyagolhaté tomegid rugalmas acélhuzallal mozgatja az XY-ir6 7=0,01
' kg tomegd irétollat (7.12. abra). Az acélhuzal hajlitgatasabol szarmazo
 terheldnyomatékot egyelre hanyagoljuk el.

J
‘\)- m J1
J'/( R_\'. A 4 ‘)<
‘\\k} /" \ T
~/ Lo
/
J

7.12. abra. XY ir6 hajtasrendszerének egyszerisitett vazlata
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Hatirozzuk meg, mekkora 7 tircsasugar esetében éri el az irétoll a 2 m/s
sebességet a legrovidebb id6 alatt, ha

a) minden veszteséget elhanyagolunk

b) csak a surlodasi veszteséget vessziik figyelembe

c) csak a vondelem hajlitasabol szarmazo veszteséget vesszik figyelembel
Megoldas:

ad a)

A motor egyenletében szereplé konstansok a kovetkez6k:

Ha tudjuk, hogy a motor uresjarisi szogsebessége ®,=480 1/s U=12 V
kapocsfeszultségnél, akkor

_0, _480 1
U 12 sV
tovabba
: l 015
J. 0,000012 sNm

A mozgatott tomegek motor tengelyére redukalt tehetetlenségi nyomatéka
a mozgatott tomegek, valamint a redukalt toémeg mozgasi energiainak
egyenl6sége alapjan hatarozhat6 meg:

2 2 2
g Omo oy %m+m—(“°m)

red2: 2

e

A terhelés redukalt tehetetlenségi nyomatéka egyszertsités utan:

J.o=2], +mr’
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A ], tarcsat 5mm vastag, 7 sugaru acélkorongnak tételezztk fel, igy a sugar
tuggvényében a redukalt tehetetlenségi nyomaték a kévetkez6:

2

Jot = 2(r27c-0,005-7800)%+O,01-r2 =122-t* +0,01-r

A mozgatott irétoll v=rm  sebessége a (7.11) Osszefliggés értelemszerd
alkalmazasaval:

A
(T+BJ,4)s+1

V(is)=r-Q_(s)=r U(s) =

B rA . 1
(T+BJ) ¢, |
T+BJ,

U(s)

ami id6 tartomanyban ugrasbemenetet feltételezve a kévetkez lesz:

t
B(J,, +2J, +mr?)

)

1 A szamadatok helyettesitésével az ir6toll sebessége:

v(t) =r480(1 —exp(—

t
12500(0,000012+122r* +0,01r>)

)

A tarcsak rsugarat 12, 14, 16, 18 és 20 mm-re valasztva az irétoll sebessé-
ge a bekapcsolast kévetéen az alabbi (7.13) EXCEL diagram szerint ala-
: kul. Megillapithat6, hogy az optimalis sugar értéke r=14 mm koriil van,
i mivel az ir6toll ekkor kb. 0,08 s alatt éri el a 2 m/s sebességet. Ennél ki-
sebb, vagy nagyobb sugaru tarcsa esetén a gyorsitas ideje hosszabb.

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 167 p



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 168 p
7 -
6
5 ——r=12mmm
- —m—r=14 mm
v 4
£ r=16 mm
S 3
r=18 mm
2 —%—r=20 mm
1
0 T T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
t(s)
7.13. abra
ad b)

Tételezziik fel, hogy a surlédas legy6zése Mg=0,016 Nm nyomatékot igé-
nyel. A motort terhelé nyomaték tehat a mozgd témegek gyorsitasara és a
sarlodas legy6zésére forditodik:

M(S) = JredSQ(s) + MS

A terhel6bnyomaték 6sszefiiggését (7.5)-be helyettesitve, majd onnan a
motor szogsebességét kifejezve

a AU(s) - BM;
(T+BJ, 4)s+1

Q)

| Osszefiiggést nyerjiik. A szamitasokat az el6zéekhez teljesen hasonléan
| megismételve csak a szamlal6 konstansiban kapunk eltérést:

t

v(t) = r(480—-12500-0,016) - (1 —exp(— )

12500(0,000012+122r* +0,01r?)
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i Az 7.14. abra gorbéit vizsgalva lathatd, hogy a konstans surlédasi nyoma-
| ték az elérési id6t befolydsolja, az optimalis sugarra csak csekély hatassal
+ van. Az {rétoll most kb. 0,17 s alatt éri el a kitGzott sebességet.

4,5 1

—e—Tr=12 mmm
—m— =14 mm
r=16 mm

v (m/s)

r=18 mm

—x—r=20 mm

0 0,1 02 03 0.4 05 0,6
t@s
7.14. 4bra

' ad ¢)

. Az acél vonéelem (huzal) 7 sugard tarcsara valé gorbitéséhez szilardsagtani
. alapismereteink szerint M, hajlité nyomaték szikséges a rugalmassagi ha-
i taron beltl:

1M,

r IE
. A tarcsa forgatisahoz sziikséges tobbletnyomaték ardnyos az iménti hajlit6
i nyomatékkal, az aranyossagi tényez6 4:

| IE 1
' M, =cM, =c—=k-
i T T

i A motort terhel6 nyomaték tehat a mozgo tomegek gyorsitasara és a huzal
i hajlitasi veszteségének fedezésére forditodik:
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M(s) =J .45Q(s) + E
r

A terhel6bnyomaték 6sszefiiggését (7.5)-be helyettesitve, majd onnan a
motor szogsebességét kifejezve

AU(s)—BE
Q_(s) = L
" (T+BJ,,)s+1

Az acélhuzal hajlitasi veszteségét k=0,0002 Nm® aranyossigi tényezével
tigyelembe véve az irétoll sebessége a kovetkez6 lesz:

t

v(t) = ro(t) = (r480—0,0002-12500)(1 — exp(—
() =rat) =( )1 -expt 12500(0,000012+122r* +0,01r*)

)

—e—r=12mm
—m—r=14mm
r=16 mm

v (m/s)

r=18 mm
—k—r=20 mm

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
t(s)
7.15. 4bra

A vondelem merevségének figyelembe vétele esetén az optimalis sugar r
=18 mm, az irétoll kb. 0,14 s alatt éri el a kitGzott sebességet. A kapott

i eredmény érthet, mivel nagyobb sugard tarcsara kénnyebb rahajlitani a
I vondelemet.

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4 170 p



Mechatronika alapjai Il. Tartalomjegyzék

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalom Vissza 4171 )

Feladatok

F1. Az acélhuzal vondelemes hajtast, 7 tomegt asztalt [, tehetetlenségi
nyomatéki motor mozgatja a forgdrészre szerelt r sugaru tarcsa segitségé-
vel (7.16. abra). A tarcsa és a vonoelem csuszasmentesen gordil egyma-
son.

ANV
N\

777777/97777777777/77/5}/77/77;
7.16. abra
a) Hatarozza meg a rendszer motor tengelyére szamitott egyenér-
tékd tehetetlenségi nyomatékat!
b) Tételezziik fel, hogy az acélhuzal hajlitasi merevsége elhanya-

0
Ts+1’
figeetleniil a motor szbgsebességétél. A motor bekapcsolasa
(ugrasfiggvény!) utan hogyan valtozik az asztal sebessége az 1d6
fuggvényében?

golhat6. A motor forgbrészére haté nyomaték M(s) =

o) Hogyan moédosul a sebesség, ha az asztalra F,, = —kv sebesség-

aranyos csillapitoé erd is hat?

F2. EBgy [,=10° kgm® tchetetlenségi nyomatéki, terheletle-

nil M(s) = TMOI allandé nyomatékot kifejté6 motor tengelyére /=30 mm
S+

gordilékor sugara, 72,=0,2 kg tomegl fogaskerék van rogzitve, mely a
R=60 mm sugarui, 7,=0,8 kg tomegl fogaskereket hajtja, melynek tenge-
lyére =30 mm sugard, 7;,=0,3 kg tOmegl tarcsa van rogzitve. A tarcsahoz
=10"N/m merevségli szalag van erésitve, mely az #=20 kg témeg( testet
mozgatja (7.17. abra). A fogaskerekeket tekintse merevnek, a fogakat hé-
zagmentesnek.
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7.17. abra

Helyettesitse a forgd tomegeket egyetlen redukalt tomeggel! 7,.,=?

----- Ted ¢ AV
----- /! — m —_—
et
S T TR
- P Ve
Hatirozza meg a rendszer sajatfrekvencidjat!  (Segitség:

o = C(mred + m) )
1Tlre:drr1

Itja fel az m tomeg sebességét az operétor és idétartomanyban, a
motor bekapcsolasat kévetéen! (M=30-1(t) Nm; T=0,2 s)
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